第 一 章 ” 凸 集 


上 山上 灌 是 同 分 析 ( convex analysis) 中 最 重要 最 基本 的 概念 之 
一 .本 音 首 先 研 究 凸 集 的 概念 与 性 质 ， 然 后 研究 一 些 特殊 的 止 集 ， 
放 包 、 凸 多 面体 、 凸 代数 栖 、 凸 体 、 凸 惟 ， 最 后 介绍 克 " 中 的 ,多 个 
殉 典 定理 与 目 混 的 丰 对 内 部 ， 

在 本 书 中 用 经 表示 全 部 实数 集合 ， 表示 级 上 的 线 修 室 室 间 ， 
泥 表 示 1 礁 欧 氏 空间 ， 为 方便 起 见 ,假定 广 中 包含 的 点 多 手 忆 个 J 
在 绽 " 中 向 景 范 数 上 x 上 | 为 欧 氏 范 数 . 

设 x，yEy， 则 集合 以 x 十 (1 一 Dy 0 所 1} 一 {y 十 . ACx— 
3 了) 0 志和 1} 天 示 以 x，3 为 端点 的 线段 ， 记 为 [x，y]】。 和 与 此 类似 ， 
x, y= AR Ny kl} (x y= 二 (1 —\)y! 0 
NT ，[x，y) 一 从 x 十 (1 一 XXXy lO}, 

若 x 一 7， 网 (ze， 了 一 (站 ) 一 (xy J] 一 (3 了) < 合生 

着 *，》E 细 ， 且 和 * 匡 ， 则 记号 Cx，3)， (xy 9)(x, | 
以 及 (3 ) 的 含义 与 数学 分 析 中 的 规定 相同 ,， 


81 1 四 集 . 上 包 ， 让 多 面体 


1.1.1 凸 集 
定义 1.1.1 荐 x 中 EV M0 i 二 1y 0 有， 是 党 A 


一 1， 则 称 点 zx= 六 Mix 为 xDb，…，x9 的 凸 组 合 . 


1 


定 党 1.1.2 设 4 吃 六， 车 ?CE .4 均 有 (3 了) = 二 从 x 
1: 


十 C1 一 yy 0 过 1 二 A ， 刚 各 4 为 马 妆 (Ceconrex set 7) ， 

可 以 验证 ， 以 下 各 例 中 的 集 台 都 是 占 集 . 

例 T 空 集 必 ， 单 元 素 集 {oa}， 整 个 线性 空间 这些 都 是 平 
凡 的 凸 集 ). 

例 2 5 二 {x |Ax= 二 56，x 字 0}, 其 中 44 为 mXn 扩 隆 ,8E€ 综 ”， 
x 侍 赴 ， 

悄 3 pt Bla; 7)=ix| xER, x—all<r}. 


例 4 ”4 一 { 记 有 正 系数 单元 多 项 式 } ( 设 Y 为 史上 的 所 有 单元 
tmp pet 

凸 集 具 有 以 下 性 质 ， 
-” 性 质 T 设 C4，Cs，…，CiCF 均 为 总 集 ， 0 EE，i 一 1， 


ee ,出 .> XC; 为 曲 集 ， 


| 


( 3 ogi ={x |x= > Ci c.}) 


= 


性 质 2 着 Cj 为 器 集 ，j€ J， 册 它 们 的 交 CN 其 


中 yy 党 任 一 指标 集 . 
(证明 留 给 读者 ) 
性 质 3 设 4C 扩 ， 出 4 是 凸 集 等 价 十 
《2 十 月 ) 4 一 24 十 有 4，Ya B>0., C1.1—1) 
证 1” 设 4 是 凸 集 ， 再 设 a, 8 是 不 同时 为 零 的 任意 两 个 非 休 
实数 ， 


投 zE€ (a 二 让.A， 基 在 在 x A， 使 zs 二 (a 十 Px=ax 二 Px。 革 
为 wxEad, PxEPA， 所 以 zs EaAd 十 84 ， 因 而 
《< 十 有 Cd4 十 和 14. 
设 zE 44 二 BA4， 即 存在 x'!，x?， 七 A， 使 


‘z=— xo x 


一 (CC 十 所 ) xf 十 2 0 


由 于 .4 是 汕 集 ，x 0，x2 EA， 所 以 x 1'，，x ”的 由 组 合 属于 凡 ， 册 


a x"! ,十 二 区 


类 而 xzElat8)4d, 于 是 aA+ BACtat 有 4 

综 上 所 述 得 式 (1.1-1) ( 当 a=6= 0 时 ， 式 (1,1-1) 显 然 也 成 
这 )。 

2” 假设 起 (1.1-1) 成 立 ， 再 设 x 1 xc ME C0, 1) 件 
到 a> 0 ， 令 p 一 (元 一 工 )c。 由 此 可 得 一 一 于， 1 一 和 = 
_»* 
gt 

由 式 (1.1-1) 得 ax 十 8xorE(a 十 68)4， 即 存在 xE .4 使 
x 二 Bx? 二 (a 十 上 #8}x， 由 此 得 


xc 十 ( 工 一 》) xx) 一 xz 十 


bp X= 
a 二 pa a 二 # 


本 汶 xEA， 所 以 Ax: 十 (1 一 Ax? 万 姓 ， 因 而 .4 是 后 全, 
性 质 4 ” 设 玉 是 线性 空间 ， 了 是 由 人 坟 到 玉 的 线性 上 映 射 . 
“ 1” 大 ACV 是 思 华 ， 则 TAC 玉 是 目 从 ; 
2” 车 BC 玉 是 芭 集 ， 则 TT"!1BCyVY 是 凸 集 ， 
证 1” 设 4 是 四 混 ，XE(0，1) .。 匠 站， Ed4， 刚 存 
在 x ‘1?， x‘ :七 A， 使 
TT 
饲 而 
Ay (lA)y = Tx 二 (1 NITx': 
=TtAx 1 (1 x) 
由 .4 的 同 人 性 可 得 Xx 十 (一 x3 'E4， 于 是 hy 车 十 (1 一 和 yp 


* 


和 74， 所 以 了 4 为 凸 集 . 
2” 设 8 王 挨 是 止 集 ， 和 E (0，1) .车 x， x ET- 1B 由 
邦人 在 yy 1 VnceB, 俩 了 工 节 一 i 一 工 ， 2 因而 
Mx x AT Ty (NT! yy 
= Ty C1) yy ), 
由 B 的 西 性 可 得 和 yy 中 (1 一 Ay ?全 B。 于 是 Xx 于 (1 一 入) x 
E77“1B8B， 所 以 T7118 为 西 集 。 z z 
1.1.2 西 色 
”定义 1.1.5 设 4CV. 上 中 所 有 包含 4 的 呈 子 集 的 交 称 为 入 的 
是 包 C convex bull)， 记 为 co(AY)《 见 图 1-1 ) ， 
显然 ， 止 包 caf 4 是 包 合 4 的 最 小 止 棠 ， 凸 包 共 有 以 下 重要 性 


定理 1.1.1 落 4CF，xEecoC4d)， 则 
cof4UU4zH 一 cocd)， 
证 因为 4Ceof-dy， xEcotA},， 所 以 


All{xtCCeotd), 
因 硬 
coCA lixt TCeo( dy。 
显然 还 有 | 
z cotACeo(t ALixt), 
于 是 


coCAUt{x})=co( Ad). 
定理 1,1,2 设 4 一 入 ， 则 4 侈 西 包 coCJ) 等 于 4 中 元 素 的 有 限 
涡 组 合 疯 全 体 ， 
证 用 为 4 中 元 素 的 有 限 本 组 合 的 全 体 
1” 设计! 人 EA， 因而 也 属 于 co(A)， 于 是 


下 上 
DNx VEcolA), YVANPO0, > Xi 一 1 


站 到 工 中 到 于 


式 所 本 章 习 题 2 ) 因而 BCcotA). 
2” 设 x，yEB， 即 春 在 x 站 ， yn" 了 EA， Ni 字 0， 


' k 用 
ui 0 ， is 人 > 而 一 工 使 
=1 tr-1 


E 
和 一 2 和 3y 一 > Hiy i 
=1 


EE=1 


贞 | 
Mx+ {IN y= DAN > (1 一 X)23P 和 ECO 1) 
站 四 了 1 = 了 


而 六 0， 1 一 六 17 0 且 


上 m 
人 > Ni 十 人 > (1 一 和 一 十 (1 一 人 一 1 


是 二 十 放 本 工 


所 以 zx 十 (1 一 人)yE 瑟 ， 因 和 而 召 为 凸 集 ， 而 互 忆 4， 所 以 百 之 


:Col .A), 


巡 上 所 述 得 B= 二 col(.4)， 
定理 ].1.35 设 A4， 如 CCF 是 症 集 ， 则 
co(.AllB)= ,AB). 


证 '1” 设 xEE sd, (A4 二 (1 一 A)B]， 因 而 存在 hEL0 9. 


4)， 司 z Eh1A 十 (1 一 和 1)B. 于 是 大 在 x 中 EA，y"EB， 使 
z=hix 十 (1 一 1)3 
取 因 洲 x yeEco(AUB)，%1EL0，1)， 所 以 
z ErolAUBY， 因 而 
,UAT(U—MBICco( AUB). 


2*” 让 zEcot.AUB). 依 定理 1.1,2， 存 在 z' 站 EALB, Ni2 
” be 


> Ai 二 1， 使 z= > 和 ji 
盯 三 下 三 工 
着 ziEA， 1 一 1， 1 风 zE4 ( 见 本 章 习 题 2 )。 
因 员 Hx 七 0 十 (一 和 BY, 车 ziEB， 1 二 1 ,mm， 忆 
有 同样 结论 . 
设 Z CEA, i=1, :hk; Zz EB, 1=h+1, 
= 二 二 A 0 1 . 


* ng 1 全 


于 是 


Pi ea py i 


家 到 让 十 二 


银 为 4 为 凸 集 ，z EL i 一 1 ，…， 上， 所 以 存在 sxE .4 全 


上 


同样 ， 存在 y& 8， 使 


巴 是 z= 和 Mx 十 (] 一 、)y， 关 而 z€%》4 十 (1 一 4)B8， 由 此 可 得 


eof AUB}C ， (AA 二 {1 2B 
民工 


ea 
六 中 有 限 点 集 4 = {x ! ，…， 下 的 此 和 包 记 为 colt x 1，-…， 
x ”) ， 因 为 A 中 性 意 子 集 的 凸 组 合 tig 


斯 以 由 定理 1,1.2 可 得 
| 6 人 


CO yy )-{ SD xr ly me 


-1 1 f=1 
【1 。1-2 ) 

击 此 柯 引 岂 忆 下 定 交 。 

定 1.T.4 有 限 点 集 4== {x 9 和 ”的 申 色 co 天 ?y's 
xX ”) 称 为 由 zx 17,…,x ”生成 的 凸 甸 面体 (convex Polyhedron )， 
x ”和 为 惠 多 曾 昼 的 生成 元 . 

定 党 ].1.5 设 和 一 cofi1 oo 和 ， 而 丰 人 和 “ 遇 
性 何 一 个 都 不 能 素 示 为 其 余年 成 
元 的 凸 组 合 , 则 称 @ 1 ，…，a” CE q 
为 凸 多 面体 的 顶点 ( vertex )， 

在 图 42 中 局 人 1 92 a， 
a， 是 此 名 面 体 忆 的 顶点 。， 而 所 


Qa :不 是 顶点 ， tl) a 1 4] 
定理 1.1.4 一 个 是 多 面体 
的 顶点 集 是 唯一 确 定 的 . 图 -2 


证 设 某 一 中 多 面体 有 两 组 顶点; 好 y a" 和 Bb!, "yg 
pb”， 因 为 a 1 ，…， & ”为 一 组 顶点 ， 所 以 YECtL 17 均 有 


bi= > hja', hi>0, Yh=1. (1.1-3) 
+ =1 站 


又 因为 B51，…，B5 ”为 一 组 顶点 ， 所 以 Yi 和，…，) 均 有 


ai = 后 可 0 1. (1.1-47 


EE 三 1 


将 aq" 的 表达 式 代入 式 (1.1-3)， 驶 理 之 得 
史 4 


FiAdsrmt TA",， 


在 上 式 中 等 号 右 请 站 和，…， 耕 :的 系数 非 关 ， 且 和 为 1， 而 且 等 式 
震 端 中? 的 系数 必 为 1 ， 否 刚 ， 杯 ?就 可 以 表示 为 这 组 顶点 中 其 余 元 
圳 的 凹 组 公 ， 这 与 三 1，…， 枯 ”为 一 组 希 点 巴 盾 ， 于 是 有 
4 十 十 4 一 1， (1 。 ] 一 吕 
俏 奉 立 REtLL，…， 了 4 询 有 mc 1， 出 
HR 十 二 
这 与 式 (1.1-5) 广 盾 。 所 以 必 有 某 个 RR， 使 wx; 二 1 ， 由 式 (1 .1-4) 得 
kit 三 0，t 关 j， 于 是 得 a * 中 =51'， 内 而 
六 
同 理 可 得 
a Eid Bb WET, on}, 
综 上 所 述 得 
人 


31.2 仿 射 集 仿 射 包 ' 单纯 形 


在 线性 代数 中 线性 子 空间 与 向 量 组 的 线性 相关 性 邦 是 重要 内 
和 容 ， 在 是 分 析 中 和 它们 对 应 的 内 容 有 仿 射 集 与 点 的 仿 射 由 关 性 . 
1.2.1 仿 射 集 与 仿 射 包 

定义 1.2.1 设 工 是 六 的 一 个 线性 子 空间 wa€ 产 ， 则 IL 沿 a 的 平 
移 上 十 a 称 沟 六 的 一 个 仿 射 纺 -( affine set ). 

入射 集 L 十 a 的 维 数 等 于 线性 于 空间 工 的 锥 数 ， 即 dim( 工 十 各) 
- =dim(L). 

定 湾 1.2,2 设 4CCV，VY 中 所 有 包含 4 的 仿 出 集 之 交 称 为 态 的 
仿 射 包 C affine hull ) ， 记 为 aff(A)， 

4 的 维 数 定妆 为 at 4 的 维 煞 ， 即 

dimt A)= dimtafit 1)), 


bE i 


EF 
定 多 .2 设 x!， “ ”时 克昌 天天， Ai 世纪 > 和 一 】 WI 


1 


让 
称 x 一 hx 6 为 1 …，x+ 的 伪 射 组 合 ， 
=1 


关于 仿 射 集 与 仿 射 包 行 以 下 重要 性 质 . 
定理 1.2.1 设 村 CF ， 则 好 是 仿 射 集 等 价 于 MH 包含 通过 任意 
汕 点 x*，yE€ 肛 的 直线 ， 即 
Mx 一 yAM, VAC 各 . 
证 1 ” 设 邓 是 仿 射 肖 ， 即 邮 王 工 二 aa， 其 中 上 和 六 ， 工 于 三 是 某 
小 线性 子 算 间 . 
再 设 x，yEM， 员 存在 二 ?人 EL 使 x 二 x ! 十 本， 和 二 
3 ! 十 a， 因 而 WAE 强 有 
Axt {1— iy= Ax ll Ay :+a, 
而 z= x7 十 (i 一 1)y 1 EL， 所 以 4x 二 (1 一 A)yEM， 
2” 假设 YYx，yEH，Y 4 全 志 均 有 
Ax+t (1l—A)yCtM. 


也 gc 对 ， 今 二 一 时 一 他， 再 设 & ， y EL, 妈 丰 在 x *， yy 
EMH， 使 二 x 一 qa， y= 二 y 1 一 gq，YYA1E 缠 均 有 
A x=Atx -a= Aix + -Aa—a. 


因为 ”Ax 十 (1 一 4aEM， 所 以 4x EL，Y 4E 弦 ， 
天 一 方面 刊 


| = | LN 
2* toy ~ax" 二 (工厂 ja 


由 假 权 及 x *， EM 可 得 二 zx ll 1—3)y EM, 


靳 以 二 ， 于 是 


xz 十 一 2 (Fx 十 二 7 了) Er. 
综 上 所 述 ， 工 是 线性 子 空间 ， 于是， 二 工 十 a 是 仿 射 党 ， 
以 上 证 明 是 在 如 关中 的 条 性 下 进行 和 的， 着 计 = 中 ， 则 命题 显然 
正确 . | 
推论 1 设 N， "a Nf 二 均 为 仿 和 时 尝 、 刚 交集 条 = NM 
证 人 霸 x，yE 有 MM， 和 盛 衣 .因为 财 ; 为 访 射 党 ;向 二 x ,yi 
{= 二] ，…， 玉 所 以 
x (tl)yEMi 一 1 
因而 xz 十 (1 一 EM， 于 是 邮 为 仿 射 入， 
注 若 朋 为 单 点 集 {z)， 则 道 过 邮 让 任意 两 点 rr， 的 直线 
六 村 《1 一 1) 退化 为 一 后 
推论 2 ”五 明 是 念 身 嘛 ， 则 闻 必 为 凸 集 ， 
定理 1.2.2 设 ACV, 则 .4 的 信 射 包 aff(.4) 等 于 4 中 元 素 锡 有 
限 仿 射 组 合 的 全 栖 ， 
《证 明 从 略 ， 可 参阅 定理 1.1.2 的 证 明 》 
育 限 后 集 4 一 { 人 zz， ，x “小 的 仿 射 包 记 为 affCx 1 
若 4=feay， 则 atff 4) 一 aifa) 一 (ay， 若 4 一 1， 本 而且 总 夭 可 
册 a 夺 ea， 面 ) 是 通过 a， 古 | 罗 袁 线 : 
Mattl—ib, YAMER. 
藻 A= 二 fa， 8 cc}， 而 Ha， 56， cc 不 共 绕 ， 则 aff(q，65，e 是 由 上 
6 cc 三 点 类 定 的 平面 ; 
Mat+Bbt (imi—Be, vi BER. 
一 般 地 有 恢 定 理 1.2.,2) 


有 了 ={ p> Nii |aeg, SS 1;= 1). 


证 = 卫 昌 己 】 - 
”有心 » 


1.2.2 仿 射 无 关 与 仿 射 根 关 

定 党 1.2.4 设 x 了 x ”EV 车 dim{(aff(x 1 x ) 
一 一 1， 则 称 x ，，…， 之 ” 仿 庙 无 关 (affinely independent), 反 
之 ， 洛 dimtgaitfz tm 一 1]， 则 称 x 1! ，'…x“ 仿 射 相 
{affinely dependent), 

由 定义 可 天， 在 党" 中 ， 尖 x'!，……，Xx“ !' 仿 射 无 关 ， 风 mm 坊 十 


Ls 
关于 人 坊 射 无 区 ， 有 以 让 重 区 定理 ， 


定理 1.2.35 设 x …，x"”EV， 邮 下 列 条 件 等 价 . 


1 Xs i x ”' 仿 射 无 关 ; 


2” 对 性 一 站 ， 问 量 组 1x i 一 x i 去 了} 线性 元 美 ， 


3” 知 
{ i 
wi 十 二 


WW = = = 0. 


C122 


证 要 证 明 三 个 条 忻 等 愉 ， 只 逢 证 明 二 < 二 2271 ”与 2 等 价 )， 


2 < 3", 
先 证 2" < 寺 读 3”， 
假设 2 成 六 ， 由 式 (1,2~2) 可 得 


Cx tm" = 二 二 on) Vi. 


由 此 可 得 
> Ci Ti 一 四) 一 [0 


| 


因为 {x "一 x ”i 了 大 1 线性 无 关 ， 所 a= 0 了 天 


《1,2-2) 得 3 二 0 ， 条件 3" 成 立 . 
假设 3 成立， 性 取 一 己 1， “es rn}, 令 


人 ai 一 xz) 一 0 Ry 人 三 坷 ， 


a 


,再 由 式 


.… 411 。 


由 此 得 


>, ax' =( > a x 


站 = 了 


再 令 a 二 一 > ww， 则 得 式 (1.2-2)。 由 假设 可 得 c; ==… 二 =a。 二 


4 
D ,因而 {x 一 x 人 7]|? 关 了 /线性 无 关 。 条件 2 成 立 

青 证 1 ”< . 

假借 2 成 并 ， 因 为 x 一 x XX 一 x ! 线性 匹 其， 所 以 
由 它们 生成 的 子 空间 工 的 维 数 沪 mm 一 1， 而 aff{x 1 ， x“) 直 工 十 
XxX 1 所 以 dimiafftx 1， xX”) 一 训 一 1]， 命 题 1 成 立 

凤 之 ， 洲 对 某 一 7 ， 丫 妨 设 7 二 1， 河 量 组 x 一 x !，…， 
”一 ! 线性 相关 ， 则 由 它们 生成 的 子 空间 工 的 维 数 小 于 mm 一 1. 
而 affCx ly x =L+x! ,dim(lafffx!l, *, x")})=dimL 
<m 一 1， 于 是 x ，，**'*，xX“" 仿 射 相关 ， 所 以 着 1° 成立 ， 风 2 必 
成 立 . 

推论 1 洽 x ，…:，x” 仿 射 匹 天， 出 wxEafftx!:，…'，, 
zx ) 都 可 唯一 地 表示 为 xx 上， ”的 仿 射 组 合 . 

推论 2 x ，，"…，x“” 仿 射 相 头等 价 于 存在 水 全 为 零 的 数 
C9 Cn 使 式 (1,2-2) 成 并 ， 

推论 3 浩 x，，…，x” 仿 射 相 关 ， 则 其 中 必 有 一 个 本 以 坟 
术 为 其 余 m 一 1 个 所 的 仿 射 组 合 ， 

和 证 因为 xx ，… X 仿 射 相关 ， 所 以 由 定理 1.2， 3 可知 ， 对 
玉 东 个 了 ， 不 妨 设 了 一 1， 问 量 组 x* 一 x !， “一 xX， 线性 


丰 关 .因而 存在 不 全 为 零 的 数 miE 霓 ， 使 > d(x 一 0 一 0 
不 航 设 a, 关 0 ， 以 a, 除 之 ， 并 将 cl an 记 为 3 子 是 可 得 。 


再 二 下 


xX 二 XxX!'o 之 4 一 汪 


-12:… 


外 十 计 | 


=(1 > 
于 于 号 让 三 名 


其 中 x 中 ， x ”! 的 系数 之 和 为 1， 天 x” 表示 为 x!'，…， 
xX”! 的 仿 射 组 合 . 

推论 4 1” 在 用 "中 存在 * 十 1 个 仿 射 无 关 点 ， 

2” 设 x 0 x "七 绿 " 仿 射 无 关 ， 而 及 R<n 十 1， 赠 可 以 
扩张 为 包含 n 十 1 个 仿 山 元 关 操 的 仿 射 集 . 

证 1” 因为 Bt 一 0 有 ”一 人 线性 无 美 , 所 中 0， 本 生 和 
4 "为 仿 射 无 关 集 ， 其 中 e 为 第 7 了 个 分 量 为 1， 其余 分 量 殉 为 零 的 
单位 列 向 基 ， 

0 因为 x !'，， a x*， 仿 射 泡 关 ， 所 x x1, - Ee 
x 线性 无 关 ， 因 而 存在 a 一， "EE 娘 " ， 合 x? 一 x 1! 
= XO—x'1, ， 人 + 线性 无 关 . 人 Sx 一 四 十 和 1 
i 二 上 十 1，*'"， 各 十 1 。 再 设 


Ci 十 wz 十 十 C 一 
向 此 可 得 
Ax x 二 二 十 Wo 十 十 1 )x' 1 
乱 而 | | 
T(x x x =0. 

由 于 x 一 x x1 线性 无 关 ， 胡 9s = 二 … 二 98,1 二 
0 。 了 于 是 w: 一 和 。 由 定理 1.2.3 知 2 …'，x *! 和 人 入射 无 关 . 
1,2,35 章 绰 形 

定 尽 1.2,5 设 x 中 xx EV 若 它 们 仿 射 无 关 ， 
唱 它 们 的 凸 包 cofx0， xx 0 称 为 一 个 下 十 单 奸 形 (&-siin-… 
Plex », 
等 维 单纯 形 是 一 个 点 eo) 二 {qa}，1 维 单纯 彩 是 一 傈 线段 


+* 1 * 


CO 1 一] 2 维 单 纯 形 是 一 个 三 角形 ， 


3 
i200, > = 1 } 


三 


{hox ?+ Ax + dsx? 
3 维 单纯 形 是 一 个 下 面体 ， 
{ BD ax: > 0， > 
让 三 


j=0 

定理 1.2.4 车 C=colxw 0 ，x，-…， x ) 是 广 中 一 个 维 单 
纯 形 ， 则 - 

1 CC 的 顶点 ， 全 

2” 每 个 x& C 都 能 唯一 地 宕 示 为 x ”"，x 1'，…， x “的 一 个 此 
组 合 ， 

证 1 ” 身 若 不 然则 有 x *， 不 妨 设 ?= 0， 可 以 表示 为 其 
人 杂种 点 的 同 组 合 ， 


上 


x 一 > 和 xi As>0, > =1. 


间 汪 1 | 


由 此 可 得 
上 
和 ”一 >, A 一 省， 1 一 4 一 … 放 一 0 ., 
t=1 


由 定理 1.2.3 的 推 沦 2 可知 ，x 0 xD0，…， on 仿 射 相关 . 
这 与 C 为 一 个 & 维 单纯 形 予 盾 ， 所 以 x ，x，…，x* 是 己 的 俐 
点 ， 

2” 根据 式 (1.1-2)， 只 需 证 明 唯 一 隆 。 设 对 于 xx <C 有 


上 上 下 
x= Mix dP0, > A=1, 


Fan f= 
下 


k 
x= > hx", Hi 之 0, > = 1. 


划 呈 人 间 - 上 


ee 并 昌 办 


于 是 有 


业 
Ye 
a 


上 本 上 # 
> (hi— Li) 一 > es > i= 0,， 
二 三 由 


4#=0 4 一 旋 
因为 x ，，x 1 …，x + 仿 射 无 关 ， 所 以 根据 定理 1.2,3 得 hi 一 4 一 
0 +1 =0 1 ***)， kk, 因而 ii 一 下 k. 唯一 
性 得 证 . 


§ 1.3 代数 内 部 与 代数 打包 ' 凸 代 数 体 


在 本 节 中 首先 引入 集 全 4 的 代数 内 部 和 代 束 闭 包 的 概念 ， 册 斌 
沈 它 们 的 性 质 ， 然 后 引入 下 代 煞 体 的 概念 与 Minakowski 记 较 ， 并 
以 技 镍 为 工具 研究 上 代 煞 性 
1.3.1 代数 内 部 与 代数 法 包 

定 尖 1.3.1 设 4CF. 4 的 代数 内 部 5a':gehbraic interier ) 
4 由 也 有 这 样 的 点 x 组 成 : 对 于 中 每 一 条 通过 x 的 直线 wm， 它 二 4 
的 变 m 站 4 和 包 合 者 以 这 为 内 点 的 线 妖 。 

定 久 1].5.2 设 4CFr. 4 的 代数 闭 包 (algebraic closure )》 A” 
由 所 有 这 样 竟 点 x E 玉 组 成 ， 对 于 它 存在 cS A， 使 Le ，x) 己 AL《 见 
图 1-3 ) 。 

显然 ACAC.A", 

对 于 .4 的 慌 数 因 部 A 与 代数 团 包 4 有 以 下 性 质 《 见 图 1~3 ) : 

性 皇 1 xE.4'< 二 YoyEF， 存 在 6.>0 使 

(x—Ov Xxtov 人 C4 
二 FF， 站 在 人 > 0 梧 Lx，x 嘻 S0]C.A， 
性 质 2 若 A4CV，B5EV,， 则 (4 十 耻 二 Ai 寺 B 


而 且 


SS * 


图 1*3 


(CA++b) 一 4 十 六 8 

定理 1.5.1 设 ACy 为 凸 集 ， 则 .Ai 与 4" 拘 为 凸 集 . 

证 1” 设 x，yEA': ACEI0， 1), Was=hx (li)ytA, 
依 性 质 1，YaEFr， 存 在 6>> 0 使 

[xs Xov Td, ly, yovlC.A, 
局 而 x 十 0，y 十 0 全 4， 因为 4 流量 集 ， 所 以 
zov=A(x+ 0)+ (1— NM) y+ v0) EA, 
于 是 (地 ，3 十 8]C4。、 再 图 性 质 1 得 zE4 所 以 4 是 凸 集 ， 

2” 设 x，yEA， 和 AEC， 1)，z 二 x 十 (1 一 入)y 。 报 据 定妆 
1,3.2 存 在 ci ci 全 有 4， 侍 [cL x)CA， [ery 3) 令 e 二 和 Ae! 十 
《I 一 es 则 ceE A， 青 设 LEC0，1)， 训 

get xEA, gestt1l—iyEA, 
殉 因 为 set 1 —i)s ; 
He 十 (1 一 4Jes] 汪 (1 iAxt 1 — A)y) 
一 10pei 十 (1 一 &)z 十 (1 一 4 (ues+( 1 —H)y) 
所 赤 He 十 (一 bd YAE(0 1)， 因 币 fec，as)C4。 依 定 义 
1.3.2 用 全 A"， 硫 开 为 曲 集 ， 

定理 1.35.2 设 ACV 是 是 集 ，xEAi，yEAd， 则 [x yO 吃 
A 

证 设 z 二 Xx 二 (1 一 A)y， 其 中 入 Et0，1). 

1” 设 yEA， 因 而 xsEA， 因 为 xEAi， 所 以 YvEV 都 法 在 

+ TG se 


# 


>0 使 (x，x 十 6o] 忆 45 根据 性 质 1 》， 和 因而 x 十 ge 本 再 由 地 
的 同性 得 
zt idv=Atxt do) 二 (1-— i}yE A. 

于 是 (z，Z 十 65] 呈 A， 依 性 质 1 xz .A'， 因 而 tx y)CA' 

2* 设 yEAW、A， 因 为 yEA, 所 以 存在 gE€A， 使 (gw，y) 吃 
4. 
报 设 x，3Jop 8 王 点 基线， 不 妨 设 eE [x，y)， 任 取 y'' ECG， 
JJ) 忆 4 多 图 id4 Gy， 由 1 可 得 (zx，3 好 由 的 皇 意 
性 得 Ex; y)CAi 


图 1-4 


假设 x，y， 二 三 点 不 共 线 ， 则 取 f ELy，z). .因而 E(x， ££)。 
由 x 世 4 可 知 ， 存 在 充分 小 的 正 数 >0 使 p 二 x 十 Cy 一 aw) 有 4. 令 
站 为 通过 点 p 与 t 的 直线 公 汶 62> 0 充分 小 ;所 以 直线 ;与 [wm，y) 交 
于 一 友 g 全 万 ( 见 图 1-4，b 》， 再 由 4 的 是 性 得 : E44。 于 是 由 1* 得 
(x，#)C 二 4Ai， 因 而 x EA'， 四 由 z 的 任意 性 得 [x，y) 二 A 

推论 ， 说 A 六 交 廿 集 ， 则 (A= 寻 

证 由 定义 1,3,1 得 (Ai)ic-Ai, 

设 x€ Ai， 田 性 压 1 可知 ，WweFV 均 存在 60， we 二 
vj 二 A4， 情 而 x 十 SpE .ACA*。， 由 定理 1.3.? 得 [x，x 填 细 ) 忆 Ai 
令 61 一 5， 则 [x，xt6.0]C Ad， 因而 zxE(43(. 于 是 得 4 


se 


dA 
宗 上 所 述 ， 合 题 得 证 . 
注 车 4 不 是 凸 集 ， 则 C41 与 Ai 可 能 不 等 ， 下 面 举 一 反 栅 ， 
全 设 下 二 组 2 
A= Cx, A Ax Ux 4) 2=0} 
一 图 1-5)， 
试 写 出 A 与 (A 
解 A 二 {x 14) 1 } 
| Uo, 0 
{Cx 4)| 4<—x?), 
(ADi= AINICO 0 让 二 
定理 1.5,3 设 忆 ,DCF 是 非 空 
轧 集 ，CN 站 DD=@ ,CUD= VV, FH= 
CND， 则 
1” OND = CMND'=®, 
2” CIUD=r; CUD'=Y: 


上 = 


图 4-3 3” 五 是 一 个 仿 身 集 ; 
4” 海 xEC 7yE 有， 则 存在 唯一 点 于 EC(xyD)D 五 . 
证 伐 xEV, 


1” 若 xE DD, 则 存在 ED, 使 (a,x)CD, 因 面 (w,xj) 门 C 
二 中 ， 所 以 xEC'; 若 xED， 则 YuED 都 有 [wyx) CD， 因 而 
xX EC 所 以 Ci C=B， 同 理 可 证 男 一 部 分 . 

2° 若 x DD', 则 对 于 尾 一 点 u EV 都 存在 一 点 Zz E€ Cw,x) 门 作 ， 
令 避 二 Xx 十 (x 一 企 ) 二 2x 一 gH 必 存 在 1 Elw x) 门 C， 于 是 ， 
XxXEintlz,z "CC 寡 由 定义 1.3.1 得 x*EC' 因而 CiUD=V. 
词 理 可 证 另 一 部 分 ， 

3 ” 贡 式 理 1,3.1 千 CC "，D" 均 为 目 集 , 因 面 它们 的 交 太 是 凸 集 ， 
设 x:yE 互 ， 划 (xx 办 所 五 ,车 通过 xz ,zy 的 直 线 三 上 有 一 点 zE 万， 


4 工区 


刚 z E [x,y]， 因 而 有 yy Elx;zZ) 或 xYE(zZ,y)， 不 妨 设 x Elz,y)， 
由 于 人 E 古 ， 所 以 z EC' 或 D'， 不妨 投 z ECi， 依 定理 1.3,2 得 (z， 
y)CC'， 因 而 x ECi， 再 由 1 知 x 生态"。 这 与 xE 五 了 矛盾， 所 以 下 
线 史 必 含 于 互 中 ， 依 定理 1,2,1 吾 是 仿 射 集 . 

4” 《证明 留 给 读者， 

例 1 若 C = 六 ， 则 C= 二 C=V. 

俩 2 大 二 过 *:， C=Cqg,8)， WC=B, C= (eh). 

例 3 设 三 为 由 鹃 上 的 所 有 单元 多 项 式 所 构成 的 线性 空间 ，C 
为 其 中 首 项 系数 为 正 的 单元 党项 式 所 构成 的 集合 ， 试 证 阴 C 一 六 
C= 

证 设 yET， 即 y= >》 ax' ai x€ 雪 ， 

二 
= 1 wy 1, 


my 
1” 仿 w= > bis, 其 中 有 xc 光一 0，1，… NN,» 


康王 
Nm 于 1， grl0, 则 maEC。 和 开设 = 0、i 让 二 m 十 1 …'y 
N-—1, 
当 E La 4) 时 ， 存 在 41E(0，11) 使 
=u (l—A)y 


MM-1 
= AByx*+ > ABT A EC. 
$s = 1 
由 z 的 任意 性 得 [ws,y}) 生 C， 因 而 yYEC"， 这 合 昧 着 六 CC 而 C' 记 
，, EC = 


2° 令 二 > wx, HN 二 一 1] MisX EE 过， + 二，I，, 


= 
“一 Ni 十 1. 百人 人 妇 一 0， i 一 玉 十 了， 四 Nl1, 
当 五 Ca， y) 时 ， 存 在 4E€(0，1] 使 


人 


= Ag 二 (1— i)y 
一 一 228 > Abd Va) EC., 
‘0 

因为 x 是 任意 的 ， 所 以 依 定义 1,.8,.1y EC'、 再 由 y 的 任意 性 知 
《一 而， 

因 代 数 内 部 不 空 的 凸 集 具 有 更 重要 的 意义 ， 故 着重 讨论 这 类 凸 
虞 ， 

1.5.2 芋 代 败 体 

定义 1T.5.5 知 CCV 是 西 集 ， 旨 C' 关 史 ， 则 称 C 为 凸 代 败 体 
‘ convex aleebraic body 》, 

谎 CECF 是 一 个 晤 代数 体 ; 且 06EC5 由 性 质 1 知 ，YvwxEV,， 
存在 4> 0 ,使 (0,。 x]cC. 所 以 EC， 因而 x EuxC， 了 于 是 引 
入 以 下 定义 ， 

筷 义 1.3.4 设 CCVV 蚌 是 一 个 同 代 数 体 : 且 0E€C'i， 则 称 

pix)=inf{i IA EC (1 .3-1) 
为 次 于 CC 的 Minkowski 泛 函 《或 称 为 规范 圈 数 ). 

由 定义 可 知 ， 当 x EC 时 p(x) 壕 1; 当 x EC 时 p(x) 之 1， 因 
而 ， 关 ptx) 之 1 ， 则 x 盛 忆 , 

专 厂 为 赋 范 线性 空间 ，CCF 为 单位 球 ， 则 站 <) 恰 好 是 点 zx 的 
范 数 |x | 《 即 点 x 与 点 0 的 距离 》， ， 

Minkowski 沦 图 p(x) 具 有 以 下 性 质 ， 

性 质 3 p(x) 之 0 (显然 )、 

性 质 4 piAx) 二 4p(x)，Y 1 之 0《 正 齐 次 性 ). 

证 当 4= 0 时 上 式 显 然 成 立 ， 当 ?0 时 

piAx}=inits ls > 0 AxEuC 


inf{X%* < 0 ; *c-C| 


= 2 


一 大 iniC| CD 人 
— hptx)s 
所 以 俩 题 成 立 . 

和 性质 5 p(x 二 yy) 和 pix) 二 p(y)，YxsyEV《C 次 加 性 )， 

证 设 p(x)== 8，pty¥)=b， 根据 pCx) 的 定义 ，Ye 之 0 必 
有 

xEtateaC, yeEthtie)C, 
由 此 得 
下 十 yy 和 (2 十 ef 十 (二 EC 
一 ta 十 5 十 2e)C 《人 恢 和 1.1 性 质 3 )。 
Mi plxt+ yetbht2e= p(tx)t pl yt 2e, 
令 se-> 0 得 
pixt yn x) ply), 
易 灶 对 于 赋 范 线性 空间 六 中 的 单位 球 C 有 以 下 性 质 ， 
‘= {x px) C={x| plx) 人 1}. 

定理 1.3.4 设 CCV 是 一 个 凸 代数 体 , 且 0€Ci，plx}) 为 关于 

C 的 Minkowski 沁 咽 ， 则 
C(O =x|ptx)< 1 }, ‘1 .3-2) 
C=(CO={xip(x) 人 1}. (1.3-3) 

证 1” 设 xEC 。 由 定义 1.3.2 知 让 在 ZE€C 合 [Zz，x)CC， 
邮 VAELO, 1) hx+it(i 一 M)z=2 二 + 和 A(x—z)€, 因 此 
pplz 一 )) 志 1 。 了 出 x 二 5 十 (x 一 2 十 (1 一 A(x 一 z2)， 所 以 

pix p(tzEiiC x Til) pro—Z) 
ss | 十 (一 和 有 交 一 各) 
令 4 一 1 得 p(x) 所 1， 站 而 CC 人 | 并) 

2” 设 xE€CC Ni， 恢 定 义 1.3.1 存 在 4 并 使 4zEC"， 由 1" 竺 
41X 一 的 AS LTL， 所 以 站 < 1， 因而 (CCfx[ p(x) 二 
1 1. 

» 91， 


3” 设 x;yEV，plx) 之 1 因而 x&EC, 对 于 充分 小 的 加 >0 有 
pixtoy) px) dp y) < 1, 
涛 以 x 十 SyE C， 因 而 [x,x 十 6y]CC。 由 yy 的 任意 性 与 性 质 1 得 
EC'， 因而 {x jp(x)< CC 
因为 CiC(C 9 所 以 由 2 与 3 可 得 式 (1.3-2)， 
4” 设 x EV plx) 二 1. 当 xE CD, XN z= Ax,， 0 A 
1 plz) 一 ptAx) 二 1ApCx) 之 1 。 因 而 (0,x)CC, 术 定 义 1,.3.2 
XeL 又 因为 0EC*， 所 以 由 定理 1.3.2 得 (0,x}CCi， 因而 x€ 
《CC )"。 结合 3" 得 fx p(x 所 1 二 (C0)"， 
因为 (CD) CC”， 所 以 结合 1 与 4 得 式 (1.3-3). 
推论 ”在 定理 1.3.4 的 条件 下 有 有 (C")"=C", 
证 1 依 定 义 关 和 于 (CC 
2” 没 xECC")"， 若 x EC*， 则 存在 z EC， 使 [z,x)CC' 
天 yw 4E[0,1) 均 有 
AxT(l— i)s=z2+ A(x—2)EC", 
司 而 p(z 十 4A(x 一 有 2)) 之 1。 及 因为 
xX=Z 二 ACx—z) 中 1- A xr ) 
斯 以 有 
piax)Epls+ ix—#))+t (1 Ai)p x—z) 
1 A)p(x—z). 
令 4 一 1 得 bz)s 1 ， 这 与 定理 1.3.4 了 矛盾 ，。， 所 以 xECe， 央 而 
< ) 天”。 
综合 1 与 2" 得 (C= 二 CC" 


*S1.4 线性 拓扑 空间 的 凸 集 


扒 本 起 用 王 表 示 朋 上 的 线性 拓扑 空间 ， 为 方便 起 抑 ， 假 设 吾 
中 包含 的 点 多 于 一 个 . 


» 9。 


本 节 首 先 研 究 凸 集 的 内 部 与 闭 包 的 性 质 ， 然 后 再 研究 凸 集 的 向 
部 与 代数 内 部 、 凸 集 的 闭 包 与 代数 闭 包 之 间 的 关系 . 

定理 1.4.1 设 CCFA 呈 上 则 集 ， 

1” 若 x Eint(C}y,yEC, 网 (x, pCint( CO); 

2” 的 内 部 int(C) 是 凸 集 ; 

3” CC 的 闭 包 C 是 凸 集 . 

证 1” 设 x€Eigt(C),yEC, AE(0,1), z=Axt+(1—2)y. 
由 设 UCC 是 x 的 一 个 分 域 . 令 


We _ 
i = 1 ‘ 宅 .CU ), 


则 矿 是 y 的 一 个 分 域 ， 因 为 EC， 所 以 序 在 cEWWV 门 C， 可 设 
hu), 
其 中 ww&ECU， 由 此 得 名 = 二 Aw 十 (1 一 4)c， 天 沪 避 是 wg 的 分 域 ， 所 以 
Z 一 人 和 十 (1 一 和 7 

是 王 前 邻 域 ， 又 六 为 eEC，TCC， 所 以 ZCC。 因而 得 zEinttC)， 
下 由 z 的 任意 性 得 [x ,ycCint(O). 

2” 设 x,yEinttC)， 由 1 得 (x,y) 二 igt(C}, 因而 int(C) 十 
此 上 集 ， 

3” 设 这 0， ya EC AEC0,1), xz ?=Ax 二 (1 Ay *. 
四 设 U 是 z "的 任 一 邻 域 ， 由 映射 (x,y) 一 ix 十 (1 一 1)y 的 连续 性 
划 ， 疗 在 x "的 邻 域 ;与 y "的 邻 域 Us 使 i107 十 (1 一 A) UCU. 
再 由 x "，y'"”" EC 知 ， 存 在 ci1 EU 站 C，es EUs 由 C， 从 而 

Aeit(tt— ies ECAC 二 TI 一 Atrnmeccrrnec 

于 是 zo EC， 所 以 C 是 凸 付 ， 

定理 1.4.2 浴 4 己 FF 是 开 集 ， 则 cot.4) 了 岂 是 开 集 

证 因为 .A 是 开 沁 ， 且 A 二 cot A)， 所 以 


二 
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—intCtA}Cint(tcotd )), 
二 定 示 1.4.1 负 intteofd)) 是 凸 案 ， 所 以 
cot dcCintgeeot A))., 
有 灵 国 为 intfecofd))cceotdy 所 以 
ca 一 iteef .4)), 
二 谢 eeotd 是 并 集 ， 

定义 1.4.1 设 4C 五 . 忆 中 所 丰 包 合 4 的 气 凸 集 的 交 称 为 4 网 
闭 凸 和 外， 记 为 co(4)， 

显然 ， 闭 凸 包 co( .4 ) 是 五 中 包 合 4 的 最 小 邹 凸 集 ， 

定理 1.4.5 设 ACE, 则 co( 4)=cold). 

证 因为 A 之 cot A}) ceo(4)， 而 且 co(4) 是 所 凸 梨 ， 所 攻 
cog4JICeoCd)， 

反之 ， 由 定义 可 得 co(_A)Cco(A)、 所 以 eot-4) Ceo( A), 于 
是 命题 得 证 . 

下 面 研 究 此 业 的 内 部 与 代数 内 部 、 巾 集 的 贱 包 与 代数 闭 包 之 隔 
的 关系 . 

定理 1.4.4 设 A 忆 EF。 出 

int{ A}c Ai, .Ac A. 

证 1 们 xcint(4d) 9 五， 令 1 为 xs 的 一 个 邻 域 , 且 DC4。 
存在 8> 0 和合 Y¥Y AEL0,6] 均 有 x 十 wvEU, tx,xtiuCUCA. 
由 $ 1.3 性 质 1 得 站 ， 因 机 intd)c 

2” 讼 xEA， 关 xE4， 出 xEEA. 若 x EEA， 则 依 定 冯 工 .3。2 存 
储 eEA， 合 Le,x) 咏 A4， 设 U 是 x 的 任 一 分 域 ， 显然 U 门 Le,x) 直 中， 
国 市 UN .4 着。 所 以 x 4 于 是 得 4 

定义 1.4.2 设 CCE 为 同和 集 ， 若 intKC) 竹 硬 ， 则 称 忆 为 同体 
{ convex body ). 

由 定理 1.4,4 央 ， 阁 人 忆 为 此 和 体 ， 则 CC 也 是 曲 找 数 傣 ; 并 县 还 可 
以 证 明 以 下 定理 ， 


sa 


定 环 1.4.5 设 CC 五 是 凸 体 ， 别 
i? intC) 一 inttC) 一 C 
2” C=inttC)=C’. 

证 1 设 xEC vwvEint(C)， 十 是 存在 zs 使 xE(z,5)H(z， 
vy)C 呈 因而 wwEC， 依 定理 1,.4,1(z,0) 王 int(C)、 于 是 x€int 
《CO)， 由 此 得 CiCinttC)， 蛋 考虑 到 定理 1,.4 ,4 即 得 int(C} 二 C0， 

再 设 yEint (C)，w Eint(C)， 二 是 存在 z 使 pyE( z,v)， 且 
[Zz,F]C 呈 C， 由 定理 1.4.1 得 (z,0)CinttC)， 记 以 yEinttC), 于 
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int(C Cint( C0 )， 
而 intC)CintO)， 记 以 int(C)=int (0)， 
2” 设 xEC，vEint(C)， 依 定理 1.4.1Lv,x)Cint(C), 因 
而 Le,x)CC.、 傅 定义 1.3.2xEC 于 是 CCC"',， 再 由 定理 1.4.4 
得 CCC， 所 以 C=C". 
理由 Lo x) 性 int(C) 得 x Eint(C》， 二 是 CCin:(C》， 而 
int(Ci CC 所 以 C =int(C). 


$1.5 超 平 面 


超 平面 是 一 类 重 要 的 念 射 集 . 
设 工 为 亚 的 一 个 线性 子 空 间 ， 若 存在 4 EF,a EL 使 
=L+HRd={mitidlmtEL, 4 生涯 

则 称 工 具有 余 维 数 (co-dimepsioa ) 荆 . 

定 兴 1.5.1 设 工 为 下 中 具 育 余 维 数 1 的 线性 子 空间 ,aEy, 
则 称 优 射 集 豆 = 工 十 @ 为 天 的 超 平 面 (hyrperplanae ).， 

定理 1.5.1 瑟 为 六 中 的 一 张 超 平 而 的 充分 必要 条 件 是 ， 丰 在 
一 个 非 零 实 线 性 夯 数 1 依 一 癌 与 xE 纪 使 二!i(a)t 即 百 = 人 x 
flix)=a}). 
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证 ” 况 分 性 . 设 存 在 一 个 非 零 实 线性 遂 数 六 一 雪 与 4€ 绿 
使 耕 王 三 (CC)。 

五 为 了 是 一 个 实 线性 图 数 ， 所 以 六 1 区 0) 一 人 | 大 ) 一 0 是 一 
个 线性 子 空间 ， 因 为 非 零 ，、 记 以 存在 dEV， 使 f(td)== 1， 
VxEVifx—filxrd) = fxr) fx)=0, 因此 x 一 fix)dE 
0)， 从 而 xEF1OO0) 十 fxYd， 于 是 VC 1:0) 十 这 dd， 而 
六 10) 十 这 dCVF， 记 以 

i000) 二 d = 
妈 了 1(0) 汶 其 有 有 余 维 数 1 的 绥 忻 子 空间 . 

一 由 态 = 二 了 19) 二 ed 十 广 1(0) 得 是 避 f1(0) 是 一 张 超 平 辣 . 

必 肌 性. 设 互 三 工 十 a 是 扩 中 一 张 超 平面 ， 其 中 aeEF 大 ， 工 为 余 
维 数 为 1 的 线性 子 空间 ， 取 d Ey ,dEL， 对 于 中 每 个 x 均 可 分 解 
为 mm 二 Ad， 其 中 mEL，AE 帝 . 令 f(x) 二 i， x) 是 一 个 非 慨 实 
线性 立 籽 ,而且 (dd) 一 1. 当 xEILW 时 f(x})= 0， 再 令 a= (a). 
最 然 有 

HH=Liact{x 大生》 二 区 二 了 和》 
还 本 以 进 明 广 GE 让 ， 傣 而 下 一 让》 

和 在 有 级 中 余 维 数 为 1 的 线性 子 宇 则 是 1 ip7x 一 01}， 上 其 中 pp 二 
《pio .pp )? 站 0， 超 平面 是 # 一 1 维 仿 射 僻 太 = {x|p?x 二 4} 其 
中 pp 二 (pis ypr)?7 基 0，0 全 妇 ， 标 p 为 超 平 而 的 法 天、 过 "中 的 超 
平 而 态 简 记 为 p7x 二 2. 

定理 1.5.2 设 C，DcCY 是 非 空 山 集 ,CC 站 D=B,CUD=Y,， 
互 二 CN D"， 若 量 革 记 ， 则 玉 是 一 张 超 平 而 . 

证 设 gEWN 瑟 ，hE 玉 ， 因 为 及 二 (太一 衣 ) 十 有 ;所 以 要 证 明 
玉 是 一 张 超 平 面 ， 只 要 证 明 线 性 子 空间 三 ~ 和 有 具 有余 维 数 1 就 够 了 
(时 定理 1.3.3 可 条 五 是 一 仿 射 集 ) ， 

六 为 a€ 村， 由 定理 1.3.3 可 知 , 车 ga€ 也 ， 则 eeEc 和 车 
a EC， 则 a€E Di， 所 以 aEC'UD'， 不妨 设 sc CC. 于 是 28-aE 万 


* DB :， 


《 答 则 ， 将 广 @E 瑟 ， 与 假设 韦 半 了， 从 而 28-ae CU 用友 证 
法 可 得 28 一 aE Ci， 因 而 2h-a€D', 
任 取 * EV， 若 x 十 和 EC， 则 {fx 十 有 2 一 oj) 几 到 中 ( 依 定 
理 1.3.3 ) ， 所 以 存在 vE 瑟 与 4E(0,1} 使 
UA) 


庄 此 得 | 
x=(— 1 a-h)+ (vAh). 
\ )， 
若 x 十 hED， 出 [x 十 和 0) 门 太 关 史 。 所 以 兰 在 vw EBS 入 EC 
《人 和， 1 使 
UU 二 (XA a 
时 此 得 


x=( 1 一 一 Ka 一 各 二 wh). 
坊 上 所 述 ，Y xcEF 痢 让 在 人 如 -下 NE 静 ， 使 
x=yt+i(a— CH—h+ (a—h). 
由 此 可 得 
V=H—hiwia—h), 
这 才 明 线性 子 空 间 五 -再 具有 休 维 数 1 ， 因 而 ， 互 是 一 张 超 平 曾 ， 

定理 1.5.5 设 才 为 由 X 站 上 矩阵， 再 和 天 "， 则 条 一 (| 4x 一 外 
是 仿 射 集 ， : 

证 设 /4 的 第 i 行为 x??， 则 a'*7x 二 5: 为 一 张 超 平面 ， 记 为 
万 ;， 每 个 超 平面 入 ;都 是 仿 射 集 ， 因 而 它们 的 交 M 二 Hi= {x| 
4x 一 外 也 是 伪 射 集 ( 根据 定理 1.2.1 的 推论 ) . 和 

* 定 理 1,5.4 设 五 王 广 5a) 为 巨 中 一 张 超 平 而 , 刀 ={xr f(x) 
>>2)， 其 中 六 五 一 鹏 为 线性 末 数 ， 则 下 列 条 件 等 价 5[2 3， 

1]” 二 是 闭 的 ; 

2 inttD)A#AD; 

: 97 。 


3” ,了 是 连续 的 ， 

《证 再 从 略 ) 

有 限 维 线性 空间 壳 "中 前 每 个 线性 函数 jx)《 即 产 xz 共生 
户 志 学” ) 都 是 连续 前 ， 因 而 过 "中 的 超 平面 五 三 4x jp7x 一 ay 都 是 闭 
前 ， 在 无 限 维 线 性 空间 中 存在 不 连续 的 线性 蚌 数 5 

定义 1.5.2 设 六 五 一 鹏 为 连续 线性 画 数 , 则 称 {zr| 疙 z) 委 cl 
与 ix [f(x) 之 Q} 为 闭 半 空间 ，{fx | 了 CX) 之 0 与 (x11(x) 广 Qj 为 开 半 
空间 ， 


定义 1.5.5 设 包 为 赋 范 线性 宝 间 ， 圳 上 所 有 连续 线性 晴 数 


掏 成 的 线性 空间 EE' 称 为 EE 的 对 侦 . 

红 " 虐 的 连续 性 册 数 yx¥) 二 ww7 了 x， 其 中 好 *"， 与 # 对 应 ， 所 以 
演 " 的 对 俩 还 是 咒 ". 设 xEE，wuEE'。 为 方便 起 网， 将 witx) 写 成 
(x¥ | 和 ga)。 设 ACCE。， 有 人 调用 (4 Ia) 之 0 表示 fxn) 之 &， WYxEA., 

着 EB， aE 绍 ， 则 

F(x, =(x la)tah, (x, %) EEXM 

表示 巨 X 吕 上 的 连续 线性 沙 数 . 记 作 FF 二 {ww,a). 

五 X 需 中 的 所 超 乎 而 互 可 以 写成 

(x lz) 十 中 一 B，xE 瑟 ，1E 爱 。 本 本 

其 中 sa) 到 (0,0)，PE 绍 ， 称 (wa, 0a) 为 超 平面 号 的 法 和 拓 ， 若 ge 二 0， 
财 称 万 为 垂直 的 超 平面 ， 着 c 关 0 ， 则 称 刀 为 非 垂 直 的 趣 平 面 . 非 牌 
直 的 闭 超 平 面 语 以 写成 


,=( x| 一下- ) 二 到 XEE, (1 .5 一 2 ) 


3$1.6 凸 鹤 与 多 面 锥 


本 节 将 讨论 凸 锥 与 多 面 锥 。 
1.6.1 凸 锥 
* 业 人 > 


定 尽 1,6,1 设 区 Cr 若 YxEK，Y4>0 均 有 Xix EK, 则 
称 五 为 锥 . 

设 天 到 六 和 若 天 是 锥 ， 而 瑟 是 凸 集 ， 刚 称 天 为 凸 稚 (convrex 
cone 》。 

卜 1 为 锥 的 顶点 ， 它 可 以 属于 锥 氏 ， 世 可 以 未 属 手 锥 到 ， 若 天 
天 二 , 则 点 0 € 玉 . : 

定理 1.6.1 设 KKCV，K 太 为 凸 锥 的 充分 必要 条 件 是 ， Vx 
y 人 EEK，Y 4A> 人 0， 均 有 

xytK, xtK. 

证 ”必要 性 . 设 天 为止 锥 .xc 天 ，X>0。 由 和 难 的 定义 得 

x EK., 再 由 民 的 同性 得 -x 二 syEK. 于 是 x 十 yy 二 2 (Fx 


+ 地) CK, 


充分 性 . 设 Yx;,yEK，wh 半 0 均 有 
x+ythi, ixctK. i 
押 定 义 丁 车 民 是 角 ， 再 设 w E10,1)， 于 是 gx EK, (lu)yEK. 
相 加 得 uwx 十 (1 一 J)y& 下 ， 国 而 下 是 凸 集 ， 所 以 多 是 此 外 . 
推论 设 玉 1!， 玉 ;CF 拘 为 出 欠 ， 则 和 集 玉 1 十 KK, 是 凸 锥 ， 交 
集 儿 1 站 天 * 也 吓 凸 锥 ， 
定 兴 1.6.2 设 天 于 刁 是 一 个 锥 ， 
0 一 { 站 | 下 入 五 ， (Kla)<<0}, 
KE"=ix lx EE, Cx|K')< 0 }, 
则 称 五 “为 锥 开 的 根 (polar )， "为 锥 KK 的 双 籽 《bipolar )， 
其 中 记号 (K | 可 ) 安 0 表示 wxE 天 均 有 (zle)s0， 记 和 号 (zx| 
总 0 江 未 半生 侍 K 太 ? 拘 有 (x jg) 所 0， 
定理 1.6.2 设 KCE 是 难 , 则 KK 的 极 K "与 K 的 双 极 KK '' 都 是 
包 舍 点 0 的 刁 肉 ， 
证 显然 0)CK"，0EK .下 面 证 明太 "为 古朴 ,. 设 u,vzEFK?， 
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和 A 之 00， 则 1 
(KIAa)=\(K Ila) 0, 
Kilutpo)=(K Ina}ttkK lv < 0, 
提亲 入 E, 在 十 下 拓 天 "0， 依 定理 1.6.1 KK' 旦 册 惧 ， 
. 岗 理 可 证 六 "9 是 凸 锥 . 
定理 1.6.3 设 玉 为 赋 范 线性 空间 的 非 空 天 占 锥 ， 则 玉 十 氏 二 
ee 
证 因为 0EK, Kt0=K, 记 以 KCK+KK, 
因为 玉 是 开 集 ， 所 以 久 = 二 intCK)., 设 xEK，yEK. 依 定 理 
1.4.1 得 (x,y)crint(K), 因而 5 (x+y)Eint(K)=KK. 因为 K 
是 锥 ， 所 以 … 一 


xt+y=2( (xt+y)) ER. 
由 x,y 的 任意 性 得 KK 十 KCCK. 


“ 综 上 所 述 得 K 十 K=KK. 
定理 1.#.4 设 玉 1, ;是 赋 东 线性 空间 中 的 两 个 非 空 的 外 ， 


出 | 
1” (CK,+K,)"—= KN Kt=(K. UK,)'",; 
2” (KN K2) ORITRi=co( Ki UK2). 
{ 证 基 留 给 读者 》 
1,6.2 ”多面 难 


定义 1,.6.3 当中 有 限 多 个 包 会 边界 点 0 的 团 半 空间 的 交 称 为 
过 "的 一 个 多 面条 (petiyhedral cone )， 
注 民 为 济 " 的 一 个 多 面 锥 ， 则 宪 可 以 表示 为 
KEK={x lp Tx = 1 
其 中 站 天 ， 产 下. 
设 P" 为 贫 " 中 的 非 久 卦 限 iy¥ |y 字 0 ，yE 静 人 人 为 由 更 "到 
-300 * 


歼 " 的 线 福 映射. 
(Tx) = px x pp' tw i= ly :1 
可 以 将 多 面 锥 久 己 雪 " 天 示 为 
K={x ITx 人 0 =—T PP", 

因为 包含 边界 点 0 的 闲 灶 空间 是 包 合 点 0 的 凸 锥 、 而 有 限 多 个 包 
会 点 0 的 凸 锥 的 交 仍 然 是 包谷 点 0 的 古 符 ， 所 以 多 面 稚 是 包含 点 蛋 的 
山东 
定 光 1.6,4 设 a'' 《过 ， ai 1 而 


下 一 [> je VD 0 


独 称 K 为 有 限 生 成 的 四 锥 ， 称 @ 5。 …， a "为 的 生成 元 ， 
设 蛋 为 由 统 " 到 沈 * 的 线性 映射 ， 则 集合 ” 
K={x |x=Qy; 六 0 yt 下 = QP 
是 受 ' 中 有 当 生 成 的 凸 锥 ， 纪 ' EE 这 种 形 
式 ， 
定理 1.5.5 设 玉 为 鹏 * 中 有 限 生成 的 凸 锥 . 则 下 的 极 K“ 是 一 
个 密 而 欠 ， 
证 ” 设 光 "中 有 限 生 成 的 凸 锥 所 一 QP"， 其 中 @ 为 由理 * 2 
We 已 "为 霓 " 中 的 非 负 寺 了 配 ， 则 六 的 极为 
K?={u | (| 下 人: 尝 ) 
因为 《其 | 本 )S0 好 (QP ja)S 实 0 。 它 等 恒 于 
(Qf I) 0, vtEP”™, 
如 (站 ET 相 一 开交 7 和 0 ， VEEP"， 这 又 等 价 于 Q@7Tu 之 0， 寺 是 得 
开 ” 一 (| 上 TD ;}， 半 
0 
其 中 和 7 是 四 过 "到 静 " 的 线性 映射 ， 因 而 天 "是 一 个 多面 负 ， 
定理 1.6.6 设 改 为 鹏 "中 有 限 生 成 前 凸 锥 ， 则 
1” 玉 是 有 限 多 个 有 限 生成 的 上 四 锥 的 并 ， 衣 其 中 每 个 凸 锥 都 
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具有 一 组 线性 无 关 的 生成 元 : 
2” 到 是 闭 的 ， 
证 恢 定 闵 1,6,4 存 在 a !，，…， a 全 议 "， 使 
K={iAea 1 二 na" | Ns 0}, (1 .0-17 
1 该 Xx 起， 则 
x=hial ha A i Nn 0. 
若 qa“，…、，q ”线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 零 拘 数 j;"…*， Hn 
sa 二 + 十 Ha‘'"’ = 二 0, 


x= DX (Npi)a''’, YAER, (1.6-2) 
= 
令 
nt ne 
lec#ten\ i. 


刚 式 (1.6-2) 中 所 有 系数 均 非 全， 而 且 至 少 有 一 个 为 零 . 于 是 x 表 为 
ta，…，at"} 中 至 多 如一 1 个 元 素 的 菲 负 组 合 ， 车 它们 仍然 线 
性 相关 ， 贴 重复 以 上 步 又 ,直至 所 余 元 素 线性 无 关 为 止 .于 是 x 属于 
由 {a ，…，at"} 的 一 个 具有 线性 无 关 元 素 的 子 集 所 生成 的 凸 锥 。 
因为 1a 5 ，…，ez" 人 只 有 有 有 限 多 个 具有 线性 无 关 元 素 的 子 集 , 所 以 
命题 得 证 ， 


§1.7 上 凸 多 胞 形 :极点 : 极 方向 


本 节 引 入 凸 多 艳 形 、 极 点 与 极 方向 的 和 概念 。 极 点 是 凸 集 的 一 个 
重要 概念 ， 极 方 同 是 无 界 凹 集 的 一 个 重要 概念 ， 
1.7.1 凸 多 胞 形 


”+ 


定义 1.7.1 五 中 有 限 多 个 闭 半空 间 的 死 称 为 天 的 一 个 凸 多 许 
和 形 《convex polytope )》 
显然 ， 窗 面 锥 是 凸 煞 胞 形 ， 而 凸 密 胸 形 趟 一 定 是 多 面 熊 【 因为 
出 多 胞 形 不 一 定 仿 点 0 ). 
设 S 是 缀 "中 的 一 个 囊 多 胞 形 ， 则 它 可 以 表示 为 
S={x |p" xh 了 一， 1), 
其 中 p EE 旨 '"，p7 关 0， bi 过 。、 容 易 看 出 ， 和 
8 一 { 才 pp Xp 1 = 1 1}. 
因为 天 个 线性 等 式 
p' "x=hsy i=1, ,i 
可 以 化 为 本 十 工 个 线性 不 等 式 
9 xs 和 pi i=1, 二 1， 


Bee i 


四 上 二 千 上 让 到 也 


其 由 


所 以 
dx ip "x=bss i= 1 - 1 i 
也 崇 示 纪 " 中 的 凸 多 胞 形 . 
1.7.2 ,极点 ~ 

定 尽 1.7.2 设 CCrFVF 为 西 集 . 关 C 中 不 存在 丙 个 家 异 的 点 x 1', 

XX 及 实数 gE (0,，1)， 鸽 
Xxx (1— a)x:, = 

娠 称 < 为 己 的 极点 extreme point ) 

例 1 设 C=txi||x|| 所 ?CB 试 证 固 周 x 上 二 + 上 的 
点 都 是 它 的 极点 。 

证 由 于 对 称 考 只 需 证 明 国 周 上 的 一 个 上 x = CT 
是 极点 。 诬 存在 x ， x EC,， aE (0,，1)， 使 


x Tia x =r, 0)7, 


Y 了 3 本 


玫 . 
(43 


ox 十 (一 安 ) "=r 
Cx Tl a) = 0, 
因 沟 x 1!'，x ?3 龙 人 ,内 而 xtl， x 于， 村 a 
x 二 X23 一 0 ， 好 x ! 二 x ?二 x ”所 以 x" 是 极点 ， 
例 2。 设 C=co Cx Xx)，xX!1，…。 x 为 局 的 顶 
态 ， 则 %“，…，x“' 都 是 忆 的 极点 . 
( 证 明 留 给 读者 》 
上 顺 恒 描 出 ， 并 非 每 个 同 集 都 有 圾 点， 显然， 纪 " 无 极点 ， 超 球 : 
{| jx < 下 也 无 极点 ， 
定理 1,7.1 设 凸 多 胞 形 为 
S=— ix lIAx=b, x20 (1 .7-1) 
其 中 4 为 mxn 建 阵 ， 秩 为 加 ，BE 织 "， 则 x 为 S 的 极点 的 充分 必要 
条 忻 是 ，.A = [B， N), 其 中 为 mx tm 的 非 闸 异 算 阵 ， 而 且 


(> 

推论 ”由 式 (1， 7-1 ) 确定 的 的 多 胞 形 只 能 具有 有 限 多 个 极点 
(不 超过 C" 个 ) 

定理 1.7.2 若 岂 式 (1.7?-1) 确定 的 凸 多 胞 形 S$ 到 硬 ， 则 S 至 
少 存 一 个 极点 [37, 

( 证 明 从 上 略 》 
1.7.3 极 方 向 

定 灾 1.7,5 诬 忆 CF 为 三 集 ，d EV ，d 竹 4， 车 对 于 每 一 点 . 
XE 人 世 都 有 有 

xtidEtC, vi 

别称 dd 为 忆 的 一 个 方向 . 

设 d"，d' ”是 凸 集 亿 的 方 癌 .车 存在 a 汪 0，。 使 d ?一 ad' 1 
则 本 与 可 是 局 一 方向 ， 香 则 ， 是 不 同方 向 ， 


" 


定 党 1.7,4 设 已 所 六 为 目 集 ,如 为 己 的 一 个 方 阿 . 人 
小 不 同方 疝 本 如 3 与 丽 个 实数 Cs aa> 0， 使 
d=ad +asd's 

别称 台 为 的 极 方 向 (extreme direction 》， 

由 定居 可 车 ， 有 有 办 集 无 方 阿 ， 也 无 极 方 问 。 

例 3 A 谍 证 明 . 1 0 7， (0 1)7 为 
Ps 

证 1” 因为 点 0 二 (0,0)7EK， 所 以 车 d 为 KK 的 方向 ， 划 
-全 ee 

2 着! ，d ”为 玉 的 方向 ，， ca 0,， 使 

diad? = (C1, 0 7 

加 dr'3 一 G 一 0( 因 为 dd ci ai) 因而 
0 所 以 存在 ze>>0， 使 gd 和 一 Gd。 于 是 可 2 一 
qd， 即 dd 与 是 同一 方向 ,上 放 (1，0)” 为 万 的 极 廊 向 . 

同 理 可 证 C90，1)?” 是 开交 极 方 向 ， - ee 和 

《上 容易 证 明 ， 关 的 其 它 方 税 都 不 是 极 方 向 》 ee 全 

定理 1.7.5 设 了 田 式 41.7-1 7 给 出 . 则 芝 为 S 的 方 河 师 充分 
必要 和 条件 是 ,Ad=0，#4 庄 0， 村 于 0. 

\ 焉 明 留 给 读者 ) 

定理 1.7.4 设 S 由 式 (1.7-1) 给 出 ， 若 4 一 (B，N]， 而 且 
对 于 六 的 某 一 列 a2) 志 Bla zsS0， 则 向 量 R 

a 
da={ ) (1.7-2) 

是 和 的 一 个 极 方向 ， 其 中 e 让 EE 名 *“" 足 一 个 单位 列 癌 其， 对 应 于 
4 的 分 县 为 1， 其 余 分 量 为 零 ， 

证 显然 过 之 0， 且 d 关 了， 因为 Ad== 一 a 7 十 Ne'i = 了， 所 以 
车 定理 1.7.3 知 有 为 S 的 一 个 方面 ， 车 不 是 极 方 向 ，、 则 存在 不 辣 方 
向 dd 守 0，d ? 滨 0 与 1,，4z 计 0， 使 


* Bo * 


可 一 1 十 1 《923) 
因为 有 # 一 mm 一 1 个 分 晤 为 零 ， 由 上 式 可 知 d'1';: dd 和 相 诬 的 分 量 
也 都 为 零 ， ， 
因为 d 对 应 于 a 让 的 分 量 d; 二 1， 所 以 den， de 对 应 的 分 量 不 
能 都 是 零 。 不妨 设 d' 9 对 应 的 分 量 为 1， 即 
dil 一 2 ) 
四 为 中 "是 S 的 方向 ， 所 以 dder 一 0 时 849 十 Wen0 .由 此 
可 得 d'!17== 一 及 - la i, 因 队 填 1 一 本 
者 dd 对 应 于 a 7 的 分 长 为 零 ， 则 1 一 1， 于 是 4 一 0， 与 和 假 
陪 在 眉 。 所 以 gd 对 应 于 e+ 的 分 量 不 为 堆 ， 必 定 为 在 。 因 而 可 设 
of.21) 
i 
A 机 
其 中 a2> 0 。 因 为 d'”* 是 人 S 的 方向 ， 所 以 Ad' = 二. 即 Bd! 十 
Ne' 一 0 由 此 得 da25= 一 B iay。 因而 do =adu。 这 表 王 
a 与 d'! 定 相同 方向 .所 以 dd 是 5S 的 极 方 向 . 
本 4 设 S 由 方程 组 
| 2X1 十 3%2 OO— Ks drs = 8 
—¥%;T2x0— Bxa 7x ,= 号 


的 全 部 非 负 解 x 确定 。 试 确定 S 的 一 个 极 方向 . 
解 设 


于 是 


至 中 = 


=(—4, 7)7, Bla'+'= (3 3)<' . 所 以 可 得 5 


的 一 个 极 方 向 


29 四 
(0 9 6 1 
注 S 的 每 个 极 方向 都 可 以 通过 和 矩阵 4 的 划分 与 a# 的 选择 (如 
定理 1.7.4) 得 到 ， 央 而 人 S 内 能 其 有 有 限 多 个 (Cg 一 mm)》C”) 极 
方 河 ， : 


1.8 4* 中 的 几 个 经 典 定理 


本 地 将 研究 用" 中 的 几 仿 经典 定理 ， 
定理 1.8.1 【《 人 证 ACC 史 ,dim dd) 一 


1 VYxtcol(A), A 中 看 在 m ( 考生 1 7 个 仿 身 无 天后 ， 德 
为 这 王 个 成 的 凸 组 合 : 
2 0 人 和 于 上 属 了 48 夺 有 4 维 单 纯 形 的 并 . 2 

证 设 x*Ecol(A). 1” 根 据 定理 1.1.2 存在 x ,xEA4， 
合流 二 和 们 削 是 组 合 ， 


= >, ix", {1.8-1) 
f= 1 


二 
其 中 4zP0， 之 一 1 


i .| So 

若 户 六 十， 则 x ，…，x ?了 必 仿 射 相关 ， 即 并 在 不 全 为 夫 

的 数 L1;…，Krz， 使 PR 
pi tt 二 0 


Hi = 0， | | 


其 中 至 少 有 一 个 p> 和 令 
P= min {- 芝 - p> 0 } 


1 志士 世 名 


不 后 设 P 一 -全 -， 于 是 由 式 《1.8-1 ) 与 式 《1.8~2 ) 得 


本 


x 二 3 (Ai— Pp x= vy Ci 9 


= 1 (= 
T= A CI 十 … 和 十 Cr- 一 1 

符 户 一 1 > 十 ， 则 zf， 人 仍 拟 伪 身 相关 ， 重复 以 
上 过 程 ， 表 被 少 一 个 局 “， 经 有 限 步 之 后 ， 必 可 将 x 表示 为 4 中 不 
多 于 员 十 1 个 点 的 是 组 合 . 

和 所 得 一 组 点 伪 射 相关 ， 则 还 可 重复 以 上 上 过程， 直到 最 后 所 余 
的 一 组 点 仿 射 无 关 为 止 ， 

2 若 在 1* 中 所 得 一 组 伪 射 无 关 点 tx assxw 3 的 个 数 四 
十 1 ， 则 x 属于 顶点 站 4 中 的 一 个 记 维 单纯 形 。 车 呐 < 之 十 1 ， 则 
攻 中 和 在 和 十 1 一 1 个 成 Yo，9y 1 让 与 它们 攀 成 其 有 起 十 1I 
个 点 的 伪 射 无 尖 集 过 《( 见 本 章 
习题 8 7， 于 是 


一 >, Cx ory™ 二 二 ryt!', 


其 中 ci 0， > a 二 1 、 上 式 表 上 明 
无 eof 机 x '9 y+ es y 
捕 测 co( 4A) 食 对 顶点 属于 MM 的 所 有 维 单 锥 形 的 并 反 世 会 关系 是 
明显 和 的， 于 是 命题 得 证 ， | 
推论 1 恋人 人 ET1 是 过 " 中 前 一 个 凸 集 族 ， 工 为 任意 指标 
潮 ，C=cot | CC ) 更 YWXEC 莉 可 表示 为 局 二 不 同 忆 的 最 多 n 士 


=- 3 


‘++ 可 


时 9 


1 个 仿 射 无 次 扎 的 凸 组 合 . 

证 设 A= UC， 出 4 二 过 *"，dim(A) 二 上 眉 磅 nn。 再 设 关 EL 佑 
定 埋 1.8.1 4 中 存在 可 (之 上 十 1 太 8 十 1 个 炉 射 无 关 点 x' 1!"， 
XA 


ee dy 

= =1 
A 0 的 点 zx， 记忆 不 欧 设 40 一 
i, og Hi 和 1 二 丰 才 两 个 点 ， Wx !', x 2 属于 同 
一 个 Ci 赐 今 二 eg a 
于 是 


X=Hiy 二 > 用 卫生 1 


痢 = 驴 
其 中 
ty hs og dn > OO; Bat ist+ in= 1. 

可 以 证 朋 y，x”，…，X ”仍然 仿 射 无 关 ,， 右 其 中 还 有 两 点 属于 疗 
一 个 忆 :， 则 依 此 类 推 可 专 再 减少 一 个 点 ， NE 
关 氮 分别 属 于 不同 的 加 为 目 . 

“推论 2 ”和 耕 4C 过 "是 紧 集 ， 刚 co(4) 也 奸 紧 集 ， ， 

证 设 dim(4) 一 入. 恢 定 理 1.8.1 col(.4) 等 于 顶点 属于 .的 所 
有 上 & 维 单纯 形 的 并 ， 即 由 雇 有 形 如 

y= > Mn， hiF0, Yh=1 
站 六 i 二 于 | 


的 成 y 组 成 ， 其 中 x A， 由 


上 上 +] 


六 
大 和 "sy Xx i a = 之 用 


所 酉 定 的 英 射 ，22"2+1 x rr 一 > 志 " 是 连续 的 ,其 中 zx EW", 
- 9 遇 


jiE 吕 ， 一 1，…， 8 十 1。 而 4 与 集合 


直 直 1 


B={ th 了 tai>0 和 > 用 一 1 EE 


| ed 
沽 是 紧 集 ， 所 以 At*1x 8 也 是 紧 集 . 人 
jCAit1xB) 的 coCd) 也 是 紧 集 ， 

定理 1.8.2 《Helly 定 理 )t2,117 设 已 = 人 Ci ET 是 由 
绽 " 中 NN( 沁 # 十 1 ) 个 非 室 上 同 集 构成 的 集 族 .车 由 其 中 任意 # 十 
1 个 上 古 集 构成 的 子 族 的 交 非 空 ， 则 整个 集 族 {C;} 的 交 也 非 空 ， 即 
fC. 

证 设 I 二 11，…，N}， 当 NN 二 nn 十 工时， 命题 显 然 成 立 ， 
设 当 NN 二 户 《 肯 之 fn 十 1 ) 时 命题 正确 ， 考 姬 N= 上 十 1 时 的 情 
形 ， 对 于 每 个 了 EL，…， 吕 十 1 存在 xc E 过 "使 

x"E | 人 
二 

因为 8 十 1 之 #8 十 1， 所 以 x 中， x 1! 仿 射 谢 闫 ， 因 而 

NR RN et 


E+1 站 下 二 于 
px0=- 0 Y=0. (1.8-3) 
= 前 于 1 


由 上 式 可 二 ， Hi 中 必 有 正 的 ， 也 必 有 贡 的 .不 妨 设 六 0， Ls 这 
小 ， “ HH 之 0，, Haiti ， ey Pr 设 


y= 之 (4 f je， (1.8-1) 
=1 让 二 1 
则 yy 是 x 站，…，x “的 凸 组合， 而 : 


E+l 


| 亚 
Le "yy XE ; 亡 全 Cis 


+ 
大 汪 卫 


所 以 ye 站 Ci 


si 谤 如 。 


由 式 (1.8-3) 与 式 (1.8-4) 得 z 
+1 ”+ 四 
i ix pip pi ) : 
= py [eV ea 
下 =: +1 I | 


一 5 十 全 


议和 而 yy 是 说 1 的 三 组 合 。 而 和 


下 中 二 


if1L) CE f Ci， 所 以 y€ 全 Cis 因而 y€ Ci. 下 数学 晒 
i=ml i=1 i 


纳 法 得 


{| Cr， 
$e ; 


所 以 污 NN 为 任意 自然 数 时 命题 都 成 立 ， 
定 尽 1.8.1 宙 玉 为 赋 江 线性 空间 ，4A，BCE. 
人 , 
dtA, BY=inf{| x yi [lx€EA, yeEB}, 【1 8 一 5 ) 
则 称 d 《 4，B ) 为 集合 .4 与 8 之 间 的 趾 离 , . 
特别 地 ， 当 .4 一 {qa} 时 ， 有 a 与 8 之 启 的 距离 
dias 好 一 in Fa—yl. (1.8—6) 


显然 ， 若 a EB， 则 d (qa，B) 二 0; 车 8B 为 闭 集 ， aEB， 则 
dta, B)~>0. : 1 
* 定 义 1.8.2 设 弓 " 为 赋 范 线性 宗 间 ， 旭 为 由 鹏 * 中 所 有 非 空 
紧 是 子 集 构成 的 集 族 ，4，BE 吕 ， 令 
a(t A B=sup{d{x, B) |x EA}, C1.8~7) 
hiAs Bl—maxiotA, By, a(tB, A)}, (1,8-8) 
葡 上 《A4， 量 }》 为 A 与 8 的 Hansdorff 距 离 ， 
设 *Y 所 0，&C7) 为 闭 球 { 人 二 jz 十 dt 0 中 所 + 的 所 有 


?Al 5 


非 空 紧 西 子 集 组 成 的 集 族 ， 卫 为 # 维 超 立方 体 
P={xl|xilr, 1=1, *…, 1}, 

+ 定义 1.8.5 将 卫 的 每 条 边 等 分 为 2: 段 ,相应 地 将 卫 划 分 为 痰 
风 s 一 r/2 1 的 全 等 的 闭 超 立 方 体 。 设 也 :为 这 些 闭 契 立 方 体 的 集 

; AENQCr)}. PD 中 号 4 的 交 非 空 鬼 所 有 闭 超 并 方 体 的 并 称 为 4 
4 维 狂 羡 ， 

+# 性 用 车 A，BEQCr ), 且 A， B 有 滞 样 的 h 维 覆 营 ， 则 
ha CAB) Er/ 

+# 定 久 1.8.4 设 刀 ，4E 过 :一 1，2，…， 均 为 非 空 四 
集 ， 吉 对 于 任 给 的 正 数 z 都 存在 入 全.， 当 六 六 入 时 六 等 式 

FD, 二 
恒 成 立 ， 则 称 序列 {DD} 收 化 于 4， 记 为 limD;== 4. 
(limD:=4 即 limh(D;, A)=0) 

+ 定理 1.8,3 《Blaschke 路 让 定理 )5231 具 有 Hausdoiff 距离 
的 集 族 Qtr ) 为 紧 度量 空间 . 

证 因为 具有 Hausdorit 距 离 的 集 族 品 (7 ) 是 一 个 度量 空间 ( 见 
本 章 题 17 ) ， 所 以 只 村 证 明 Q( r ) 是 列 紧 的 即 可 . 故 只 需 证 明 ， 对 
于 QCr ) 的 每 个 序列 都 有 一 个 路 人 敦 的 子 列 ， 

设 {C 六 为 QC fF ) 的 一 个 序列 .因为 不 同 的 工 维 覆 盖 前 数目 是 有 
限 的 ， 所 以 {Ci} 中 必 存 在 一 个 子 序列 {Cf 7)}， 它 的 元 素 具 有 同样 
的 一 维 覆 盖 〈 否则 ，{Ci} 为 有 限 集 ) ， 河 理 ，1Cf1 ”中 在 在 一 个 
子 序列 1C1*”}， 它 的 元 素 具 有 同样 的 2 维 履 盖 ， 依 此 类 推 得 一 系 
列 序列 {CF})， 户 二 1 2,… 它 具有 以 下 人 性质， | 

1” {Cx} 的 所 有 元 素 具有 同一 维 久 盖 . 
因此 , : 

RCE, OY EN rt Wis jEN. 
2” 《1C 人 为 1C 的 子 列 , 因此 


* + 


KC, CD /Rn /22 1 1 了， SEE- Pd 


设 Di=C Ci f= ], 2 
本 一 co( lip.), 1 
[和 
A= {| 4,. 


色 为 4。 为 非 空 紧 凸 集 ，4 是 4 的 闭 子 集 ， 所 以 4 也 是 非 空 紧 凸 集 ， 
从 而 AE Qtr ). 


{DD 二 4Cj;t。 玉 园 证 明 limD.= 4， 即 子 列 { 吃 路 航 子 A， 


任 给 E 计 0, 取 KEAN ,KZlogs (2 nr )， 则 
iCDi, Dn) 1 Mm. 
苦 此 
xD DIEe, jm>K. 
册 些 可 得 a(A;, 有) 和 2，1 > 开 ， 所 以 
TsEy 2 (1.8—90) 
用 反 证 法 可 证 存在 邮 E. 信使 wY 4 AA) 夺 8 ,当下 有 时 . 
悄 掉 不然 ， 将 天 在 一 皮 列 {全} ,对 于 所 有 的 ? Gas Xn A 
Hd (Xs A) 六 8 ， 因 为 4 是 紧 集 ,而且 Xr,EAr,s 导 A1; 所 以 夺 
到 {车 将 有 一 个 收 谎 的 子 列 41y;}. 六 yy 一 00)., 这 将 意味 
着 df ( yy， 有 A) 守 &。 可 证 yE€ 4， 这 二 者 尽 斑 逢 的 .因而 站 福 MM 七 
使 a (An，4) 二 5 ， 当 轴 之 J 时 ， 
| 因为 DsCC A，， 所 忆 当 w 记 村 时 
CDns 二 ef A)EE, (1,8-10) 
令 入 二 max{ 玉 ,MM}， 由 式 《1.8-9) 与 《1.8-10) 得 
hECD:, ACE i>N. 
这 表明 li CH, A)=0, RimD:=A. 


由 定理 1.4。5 与 定理 1.8。1 可 推 得 以 二 定理。 


到 性 了 三 


# 定 理 1.8.4 设 CC 吉 "为 提 集 ， 刚 下 列 条 性 等 价 : 
1” 训 是 凸 休 CC 即 int (CY = 中): 
2 人世 是 凸 代 数 笨 《 县 Ci 考古 》; . 
3° dim (CC)= i z 

证 ”要 证 明 三 个 条 忻 等 价 ， 只 需 证 昌 "1 二 2"*”(1" 是 2 的 充分 
打桩 “gag “gsc1er 

2 设 忆 是 同体 ， 则 由 定理 1,4.5 得 Ci=int(C ) 到 呈 - 
所 记忆 是 上 是 代数 悚 ， 

2 地 3 ” 萎 忆 是 本 代数 傣 ， 出 dim (CY 之。 好 dim ( aff 
(C0C)) < 之 n， 因 而 aff (C) 二 统 ". 设 CEC',bE"\aff (C)， 
f 是 通过 而 “ec 两 点 的 直线 ， 显 然 eEmf1 aff (CY， 若 男 有 点 x Em 
aff (CC)， 而 x 关 c， 风 通过 ce，x 的 吉 线 二 aff《 CY， 因而 5 
aff { CC )》， 与 假 砚 予 丰 .所 其 dim (C= 1， 

“3 之 1”” 设 dim 《C= #， 根据 定理 1.8.1 人 二 colC ) 至 
少 包 含 一 个 ff 维 单纯 形 S 二 cota"， gl， Ga" )。 可 以 证 明 


x" = 一 7-(a Va’: 二 To Eint(Ss), 


国人 而 妃 是 的 栖 . 
由 定理 1.8.4 可 知 ， 著 dimfC)< 1 ,网 int CC) 一 古 ,C 一 而 . 


*+S1.9 凸 集 的 相对 内 部 


有 些 马 集 的 内 部 是 空 的 ， 然 而 把 它 作为 其 坊 射 包 的 子 集 考 嵌 
时 ， 内 部 却 是 未 空 的 . 例如, 设 C=co Ce es es， 其 中 
ee 一 (in00) ee = C0,1,.0) 7,e? ={0,0 ,177. 
在 腕 ?中 ，int (CC ) = 二 中， 然而 在 仿 射 包 aff CC) 中 考虑 时 ，C 的 
内 部 是 不 空 的 ， 因 此 引入 凸 集 的 相对 内 部 的 概念 . 、 

定 究 1.9.1 设 互 为 线性 拓扑 室 间 ,C 它 五 为 凸 集 ， 把 安 看 作 它 


中 师 生 下 


前 仿 射 包 aff cc ) 的 子 集 时 已 的 内 部 称 为 忆 的 相对 内 部 《relati 一 
ve interior 》， 记 为 ri(t CC) 。 

， 定 名 :1.9.2 设 巨 为 线性 大 种 空间 ，CCE 为 凸 集 ， 把 己 看 作 
蕊 的 仿 射 包 aff《( CC 的 子 集 时 ， 忆 的 边界 称 鸭 已 的 相对 边 界 ， 记 : 
鸭 tbfrC) 

对 于 前 面 提 到 的 凸 集 C=co el ez2，e'3a)， 它 的 相对 内 
部 与 相对 边界 分 别 是 ， 


ri(C)={x|x = Se, Ai:>0，, p> } 
二 至 二 


rBKCD) 一 ee ls ee2 证 [ea ee lle el),. 

关于 凸 集 C 的 丰 对 内 部 与 相对 边界 有 以 下 性 质 : 

性 质 ] 设 CCOC 弘 ". 若 C 为 同 集 , 而 且 dim(C)=%n*。 则 
frit )=intt CC ). 

《因为 afff C ?一 雪 ” ) 

性 质 2 设 上 CC 加 "、 若 CC 为 凸 集 ， 刚 

1 ritC) 是 凸 集 ， 
2° rb(C)=CNri( C). 

手 古 3 设 C 二 过 .， 若 上 为 有 办 旧 和 集 ， 则 

ri Ceofk tb《 Cy). 

证 震 C 一 古 ， 或 己 为 单 点 集 {1e}， 人 命题 显然 成 立 ， 

设 C 中 至 少 包 含 两 个 点 ,， 表 设 xEritC),yEC， yxXs 人 i 
为 通过 x，y 的 直线 ， 由 于 C 为 有 界 凸 集 ， 所 以 mm 与 CC 的 相对 边界 
tb《L 7 必 脆 于 两 个 所 p， gq， 使 xE Cp， gq). 于 是 

xEcotroto)), 
上 骨 由 x 的 任意 性 得 
ritC) Ceotrbeo)., 

性 质 4 设 CiCCCE, Ci， CC: 均 为 囊 集 ， 侧 匡 aff CC C1)= 

aff CC)Y,， 则 


， 


ri CY) Cri(tt, )., 
性 质 4 显然 成 立 。 但 是 , 若 去 掉 寺 人 性 “aff (Ci)==aff(Cs)” ， 
则 命题 不 成 立 ， 钢 如 设 Ca 一 [ee Cs=co (et, o'”’, 
ela)》， 其 中 ee ee 为 加 3 中 的 单位 列 癌 量 【 了 天 pb。d44)。 己 :> 
Cs 拘 沪 同人 柴 ， 忆 | 广 忆 。、， 襄 而 ri CC,) [站 ricC,)=@, 
根据 凸 党 询 相 对 内 部 的 定义 可 得 以 下 定理 . 
定理 1.9.1 设 CC 慨 "是 目 集 . 


下 yEC, WU Cx ¥y Cri ); 


2° ric) =C, rit Cy=ri(0). 
证 1 pe 的 仿 犁 色 aff 《C2 鬼子 集 ， 然 后 应 用 定 
理 1.d4.1 即 得 . . 
2” 把 忆 硅 作 它 的 仿 射 包 aff CC) 的 子 集 ， 然 后 应 用 定理 
1.4.5 部 得 . 
定理 1.9,2 设 恕 志 胃 "是 凸 集 ，riCC) 和 画 ， 刚 
下 ri 一 rifC) 一 rrife)); 
2° rhb)=rhb (C=rb(ri(0)), 
3° aff(OCy~=aff(C )=aff(ri(C)); 
4° dimfeC) 一 dimg CO)=dim(ri(C)), 
(证明 从 暑 ) 
定理 Rs 5 设 吕 司 霓 - 为 非 空 西 集 ， dim(tC) 字 1 则 ri 9 
和 天 十 ， » 
( 根据 定义 1,9,1 与 定理 1.8,4 本 证》 
定理 1.9.4 设 吃 所 加" 为 非 空 凸 集 。 则 点 xEric ) 的 充分 必 
要 茶 忻 是 ，Y¥wyEC 存 作 /: 之 J， 使 
C ig ytaxtC C17. 
定理 1.9.5 设 忆 ， 品 性 溉 " 均 为 非 空 同上 ri (CY[ritD> 


* 46 * 


过 宙 ， 则 
1 CMD 一 C 站 万， 
2 ritCN DY=ritC) ri(D)., 
证 1” 因为 CNDcCCfNND,， CN D 为 交集 ， 所 以 CliDc 
C 如。 下面 而 证 明 反 包含 关系 . 
税 x ECDND, bEri(C}yfHriCDy),， 由 定理 1.9.1 得 [bb， 
x EriCCOy Nri(D) | mxEri(C) NricD)}., 
由 x 的 尾音 性 得 
CNDEriOMriD) cc CNDECCND, .9-1) 


所 以 加 
CND= CN D. 
2 由 式 人 1.9) 得 riC 站 niCD) = CN DPD， 因而 
rit COD})=ritri(CO}N rit DD} )., 了 
恢 定 理 1.9.1 得 x 
ri CID }=ritCl DD), 
riC ri(C)N ri(D) ) z 
=ritri(C)1 | ri(D)), 图 1-6 
所 以 
ri D)=ri(riC CI ritD)), 
因而 


rit(CN DICriCOIMN ritD)Y, (1.9~2) 
下 面相 证 明 反 包含 关系 , 设 xwEriCCY) [人 ritDY}》, 由 ri(C 》 
站 ri《 3 关中 得 C 门 厂 关 男 , 是 dim C 人 DD) 之 1 ,根据 定理 1.9.3 
得 fif Ch 门 号 7) 头 古 ， 所 以 可 设 pEGriCCh 站 7)， 因 而 yECND. 
阁 * 关 y， 虽 在 通过 x3，3 的 直线 上 必 邦 在 waEC，sBED 使 x Ey 
jC LG1~-6)、 不 妨 设 (ys uw 六 Cy vv)y 


a 旭 四 


= re or di 


调和 而 seEcCnD， 恢 定理 1.9.1 得 [3，mcriCCfD)， 因 而 x& 
ri 《CCID， 由 x 的 任意 性 得 , 
ri CO) ricD) CriccllD). (1.9—3) 
由 式 《1.9-2 与 《1.9-3) 得 
rit CNDY=ri(C) Nri’D), 
定 环 1.9.6 设 CCcC 绚 "为 非 室 凸 集 , 了 为 由 织 " 到 溉 ”的 线性 映 
1 TOCICTCIO:; 
2 Fri)) =ri( TO). 
证 1 因为 由 过 "到 需 的 线性 映射 研 是 连续 的 ， 而 在 连续 线 


性 映射 之 下 闭 包 的 象 含 于 象 的 闭 包 中 ， 即 了 (CC CFC. 
2 因为 妃 为 凸 集 ， 所 以 fi CC ) 也 是 西 集 ， 于 是 由 1 得 
T (Ori CT Ori(OY). 
根据 定理 t.9,1 ritC )=C ,因而 T(ri0O) ) =T(C)， 显 然 
了 (CO) 汪 TCT (ri(C))， 寺 是 


TOritC)) OTCOT Cri(C)), 
的 而 TC 二 TCri(C)) .因为 C 是 是 集 ， 个 是 线性 映射 ， 所 
以 根据 $1.1 性 质 4 了 C 也 是 凸 集 ， 再 根据 定理 1.9.1 得 
ri(TCO}= ri (TO=ri (TOION)) 
=ri(T(ri( C0})), 

因此 riCTC)CT(ri(C)》， 下 而 再 证 反 和 包含 关 系 . 

设 xECi《(ritC)， 即 在 在 x'1'EritC)， 丁 x=Tx'!'， 再 设 
了 CiLy 即 y EEC， 且 Zy 一， 因为 xmerige)， 所 以 存在 
4 1 使 


因而 
a 
a 江 呈 


CI YCO 
THY ux ETC, 


(i—i)ytux ETC, 
由 定理 1.9.4 知 ，x ri TC )， 由 x 的 任意 手 得 
TCOritC CriCTC}). 
综 上 所 述 得 TCritC)) = 二 ri(t1C). 
定理 1.9.7 设 C， 帮 过 "为 凸 集 ， 且 146E 震 ， 则 
1” ri AC) =Ari(t Cc); 
2” ritC+D) =rit CHTrit Dy. 
证 1” 设 由 了 x= 4xz 确 定 线性 映射 了 了 ， 家 一 过 .再 应 用 定 
理 1.9,.6 妈 得 ri ( AC 》 = 二 AritC), 
2” 设 由 人 xy) 一 xx 十 ? 桶 定 线 性 有 师 盘 了 ， 腕 "X 过 一 
顺 ， 将 定理 1.9.6 用 于 此 线性 虞 射 得 
ritCO+D)=ricT(ICXD)=T(ri(Cx D)), 
可 以 证 明 ri(CxD) 二 ri(C)Xx ritD), 于 是 
ritC+D)=T(ri(C x D)) 
—T{ritC) x ritD)) 
—ritC)TritD), 


天 而 
ri(tC TD)=ritt)Tri( DD), 


站 是 


1。 设 A4，BCV 是 下 集 ，A 了 UB 是 否 为 西 集 * 举例 说 明之 。 
2。 设 忆 CC 六 为 是 入 ,x 1! ，…，Y EC， 试 证 虹 


> A Coes VAD, > Ai 一 1 


t= I® 4=1 
3， 设 志 为 峰 范 线性 空间 ，CCE 为 非 空 间 凸 集 ，a>>0, 试 
证 明 集 合 
G=ix Idx CD)< CI 
为 非 空 开 凸 集 ， 


*4。 试 举 出 一 个 闭 集 4C 太 ， 而 co( 4 ) 非 闭 代 ， 
5 人 A 试 访 肛 


上 


DP V AER, > 1=1, 


=E 本 
86。 设 才 为 让 Xf 矩 阵 ， 盏 在 缩 "，5 关 0. 试 证 央 厘 齐 次 线性 
方程 组 的 解 集 
M= {x [Ax=B); 
是 一 个 仿 射 集 . 
7。 试 证 旺 
dimtaff(x 1 “i x Em1. 
8。 设 4C 声 "，dim( 证) 一 天， 涟 4A 中 四 个 点 x ， x 
仿 碳 无 关 ， 刚 岂 所 十 1 ; 车 之 上 十 1 ， 则 4 中 存在 点 x ， 
x 人 仿 庄 无关 
9, 机 人 S 二 co{tXw'"， :ee "ns x ) 光一 个 # 锥 单纯 形 ， 试 
证 月 


int(S) 一 人 2 Lx 2.>0, > =11. 
二 = = 


#10。 设 A4C 呢 "是 开 集 ，x'" €.4， 斌 证明 存 在 # 维 单线 形 
仿 ， 使 SCA Hx Eint(S ), 

11。 设 4 ={e}， 试 让 明 .4'=.4= {a}. 

12。 设 呈 为 空 党 .下列 二 式 是 宇都 正确 ? 

EE P+ia; = a}, 2” Pia;= {ia}. 

#13。 设 CCV 为 钙 代 数 体 ，x " EC5 0E€C' 试用 关于 CC 
的 Minkowski 沁 六 p(x 来 刻 划 CiLjC 

#]4。 设 忆 ,人 s 呈 BB 均 为 是 栖 ， 试 证 明 Cj==CC， 的 充分 忆 芝 条 


intt C=intt CC, ), 
a 00 * 


#15。 设 记 ,，…， 姜 , 志 均 为 占 栖 ， 且 
[lint(Ci) rT, 


试 证 明 
和 intg Ci; i 
和 # 


16。 设 玉 :， 开 :是 包含 点 0 的 凸 锥 ， 试 证 明 
Kk: =eco(k, UK ). . 
*17。 试 证 明 具 有 Hausdorff 中 离 的 集 族 QCr )( 网 定义 1,.8.27 


18。 设 玉 CE 是 一 个 非 空 凸 锥 , 试 证 明 改 足 所 会 点 0 的 凹 


ol “ 


第 二 章 ” 廿 集 分 离 定理 


吓 集 分 离 定理 是 凸 分 析 中 最 重要 的 成 果 之 一 。 本 登 自 先 引 入 两 
个 凸 集 被 超 平面 互 分 离 的 概念 ， 接 着 讨论 在 一 般 线 性 空间 玉 以 及 线 
性 招 扑 空间 基 中 两 个 凸 集 的 分 离 定 理 ， 然 后 讨论 有 限 维 线性 空间 
过 “中 两 个 凸 集 的 分 离 定 理 。 有 最 后 讨论 凸 集 分 离 定 理 的 底 用 . 


82.1 概念 ?| 理 


设 C， 了 DCF， 瑟 一 太 区 Ga) 是 和 中 一 张 超 平 面 ， 其 中 jf: 一 谨 
为 线性 网 数 ， 并 用 CC) 六 < 表示 天 2)2209 台 YET 

定义 2.1.1 若 C)2>a，fA(D) 志 9， 且 CC 与 吕 并 不 都 含 于 日 
中 ， 巾 称 超 平面 五 分 离 C， 也 ( 兄 图 2-10a ) }》， 

定义 2.1.2 若 FC)D>C， 玉 也 )<a， 网 称 刀 严格 分 离 筷 ， 门 
攻 见 图 2-1( 5b 》).， 


定义 2.1.3 设 CC，DDCC 人 " 为 非 家 凸 染 ，B= {4x | x 所 1}， 
奉天 在 8 记 0， 使 避 二 zB 与 DD 十 eB 被 超 平 面 px = 二 2 严格 分 离 ， 则 称 


超 平 面 px 二 4 强 分 离 C 与 中。 

定名 2.1.4 设 ACV,bEbdiA), = 了 O00) 为 六 中 一 张 起 
邢 面 .车 5E 五 ，Fd)3C 或 FS )， 册 称 瑟 为 在 点 8 对 于 集 
合 妈 的 一 张 支撑 超 平 通 (《sutupporting hyperplane.)《 风 疼 2-1 
Cc)). 

震 妈 的 文 撑 赵 平面 百 二 44， 则 称 瑟 为 平 扩 的 文 撑 超 平面 反 
之 ， 称 为 菲 平凡 的 支持 超 平 而 ， 重 要 的 是 非 平 凡 的 支撑 超 平 而 . 

例 1 设 C={x1l(xi1t1):t (x 一 1)? 寺 2}， 

D={x lx —1):+(wx,+1) ?2 1, 
则 超 平 画 恕 x1 一 xs= 二 0 分 离 C， 上 DD， 
谢 2 设 C=fzrlgxi 士 1)3 二 Ya 一 1)2< 2}, 
D={x (x1 —1):+4 (x 1)?< 2 
贴 超 平面 五 ， Xi1 一 基 2 一 晶 严格 人 分离， DD, 
二 3 设 C={xl(xi+1): 二 (wx: 一 1)?<1}, 
D={x lx CO—1)?+T(xst1) < 1 }, 
由 趣 平 面 瓦 ，x 一 xz: 一 0 强 和 分 离 如， 门 ， 

例 4 人 A 一 {x |xwz 字 x1 十 1 8 二 (1，2)"， 则 起 平 区 瑞 ， 
2X1—%s= 是 在 点 忆 对 了 4 的 一 张 非 平凡 的 文 扒 超 平 面 . 

着 起 平 面 玉 强 分 离 C， 吕 ， 则 必 严 格 分 离 C， 品 ; 闪电 严格 分 
离 侣 ， 也 ， 则 必 分 离 忆 ，: 吃 。 侣 是 ， 由 瑟 分 离 C， 癌 不 能 推 得 可 严 
格 分 离 ，DD( 见 例 1 )， 由 五 严 格 分 离 C， 也 不 能 推 得 互 强 分 离 
人 CC，D{ 见 娴 2 )， 

引 理 ?.1.1 设 A4，BCF 为 吓 集 ，AN B=@. 

1” .车 xEAUB,WWcol{x} UAIN B= 人 B 或 co( {x} UY BIN A 
= 
2 行 在 凹 人 业 CC，DCV， 使 CC 二 4,D 二 B,CID=q， 
UD=rF., 
#* 证 1” 车 xEAUB， 面 co{ {x} UU 人 AYN B®, co({x} UB》 


”Ba 


让 


科大 古 ， 训 必 丰 在 #1 站 EB aiiEA，AE(0，1)， 使 
B= x (tl1— Me 
与 此 同时 还 并 在 @ ”了 EA， 871EB， HE(0,1)}， 使 
a ?ux (1l—nb?, 
BB Ex a )s at Ex, 8. mx a 2 构成 一 个 三 
角形 《 见 图 2-2 ) ,线段 (a ，a'* 与 线段 C8， 站 相交 于 一 点 
ys ytEANB. 这 与 假设 承 盾 . 于 是 命题 得 证 . 


a 


图 2-2 

2 ” 设 让 是 六 的 有 于 的 上 是 子 集 对 CP，Q) 的 全 体 ， 了 PA4， 
村 BB， 站 二 古 ， 往 开 中 定义 序 美 系 “ 志 ”如 下 :1 

(1, ED, 2 )， PP,, i, 

时 的 每 个 全 序 子 集 { 人 已， 已) 都 有 一 个 上 界 ( UP,, Ud 由 
显然 局 ， A， UW. oP. 用 及 证 法 可 伍 (UP。 NUQ.) = 
加 而 UP。， JQ EM. 根据 下 面 介绍 的 Zorn 引 理 ， Mr 必 有 极 大 
元 《CC D). COA, DDB, CND=@B,， 车 C UD 这 ， 则 
由 1 可知 《 忆 ， 吕 ) 不 是 极 大 元 ， 因 而 必 有 C UD=V， 

Zorn 引 理 Wi 出 好 必 共 
极 大 元 . 

引 理 2.,1.,2 没 BCp" 为 同 集 ， 并 是 是 相 对 开 的 《上 即 rit 8)= 
2》，H 之 2， 下 广 遍 为 线性 子 空间 ，0 志 dimtF}<n 一 2， 甩 FB 


” Pd =， 


一 由 ， 则 过 中 存在 一 张 息 平 区 HH，H 玉 FE 有 HI B= 人 $ 

《和 证明 从 略 ) 

引 理 2.1.5 设 BC 有 嘿 为止 祭 ， 并 且 是 相对 开 的 即 ri( 有 ) 一 
旦 ) ，1zBP2，0E 有 ， 则 有 "中 存在 一 张 趋 平 面 鼠 ， 包 含 点 0 ， 且 
HIB=0@., 

证 今 户 二 {8}， 振 由 引 理 2.1.2 妈 可 得 证 . 


S 2.2 上 屿 集 分 离 定理 


2.2.1 线性 空间 中 的 凸 售 分 离 定理 

A A 
理 (separatiot theorem ). 

定理 2.2.1 设 4，BGCVF 为 曲 集 ，A®，P' 直 BD，ANNB' 一 
仿 ， 则 在 在 超 平 夯 H 分 离 A，B. 

证 ”根据 引 理 2,1,1 存 在 是 集 C，DCV,， CPA,， DB'， 
CND= 人 BD CUD=FVF， 若 xE€B'， 则 xED， 因 面 xEC. 面 C 
CC"， 所 忆 B'NC* =， 因为 Bi 了 关 ， 所 以 产 在 yE B'， 由 以 上 分 
析 可 知 ，yE€C"， 调 而 y EC 由 D', 根据 定理 1.5.2 万 = 一 CI 万。 

是 一 张 超 平面 ， 令 态 二 了 1(Q)， 共 中 耳光 线性 计数 ，Q 人 E 咒 ， 因 为 
BNEH=BPfIC ND =@B， 所 以 存在 5EB'， 使 1(8) 短 0， 不 妨 设 
(8)<&， 若 存在 xEB 使 x)>A， 则 必 左 在 z Etx，58)， 使 f(z) 
一 a( 因为 了 是 线性 画 数 ) ， 因 而 zE 玉 . 可 是 (5，x) 己 B'( 根 据 
定理 1.3.2 ) ， 因 而 z€Bi， 这 与 世间 万 二 人 PB 蔬 逢 。 所 以 1(B) 所 a 

假 悍 庆 在 xE 4， 使 x) 过 9。 因为 4CC， 8EBCD， 所 以 
由 定理 1.3.3 郑 存在 z Et58，x) 门 厅 ， 盈 大 在 zs E(B8，x)， 使 j(z) 
二 &， 央 为 了 是 线 件 的 ， 所 以 出 1 之 8，T(x)< 之 0 迟 将 推 得 1 有 zs) 

<a， 这 与 基石 ) 一 G 下 导 ， 所 以 大 4 之。 
因为 看 在 再 和 呈 ， 便 FE)<x， 所 以 竹 平 而 万 分 离 4， 万 . 


* 5 + 


注 若 1(5)>>e， 则 可 推 得 f(B8)>a, fA) 所 a 

定理 2.2.2 设 A，BCE 为 加 和 祭 ，A 竹 多 ，int(B) 和 隆史，ANn 
int( 且 ) 一 范 ， 出 五 中 存在 一 张 也 超 平面 分 离 4， 吾 ， 

证 因为 intt 上 B) 于 罗 ( 即 8B 为 册 体 〉， 所 以 根据 定理 1.4.5 得 
BB 二 intt 如 )， 因 而 B' 取 号， 由 定理 8,2,1 知 玉 中 存在 一 张 息 平 面条 
二 了"(0) 分 启 妃 ，B， 不 妨 设 存在 bE 8B, 使 f(B)>>a, 1B) 之 a， 
上 旦 并) 夺 a， 基 存在 x' "Eint(B)， 使 (x) 一 次, 则 必 让 在 x?'E5 
B， 合 x E(B5，x' 了 0)， 且 f(x 了)<a( 尖 为 ftx) 是 线性 的 )， 这 
与 (8B) 之 a 矛盾， 所 以 fintt 8))>>a， 令 品 二 {x f(x)>a}， 则 
inttB)CD， 由 int(tB) 才 号 及 \ 有 

intt B= int(tint( BECint(D) 

得 igt( 品 ) 考 号。 由 定理 1,5.4 知 下 平面 末 是 辕 的 ， 

定理 2.2.3 设 BCE 为 是 栖 ，MCE 为 伪 射 舍 ， 著 关 史 ， 有 
节目 inttB8) 三 全 ， 则 巨 中 存在 一 张 包 会 MM 的 闭 起 平面 玉 人 分离 好 与 
M. 
证 ”因为 好 世 是 凸 乏 ， 所 以 由 定理 2.2.2 休 ， 五 中 存在 一 张 闭 
趣 平 面 如 :三 (0)， 人 分离 8B 与 MH。 可 设 f1(B) 之 a,，f(M)<a, 上 且 
邢 生 5E€B， 使 记 丰 a， 车 M 王 玉 :， 则 存在 mE NM ， 使 fm) 一 
8< 之 a， 车 存在 tE€ MM，f 了 tf) 去， 则 必 存 在 NE 统合 

Fam — A + mm) fF)) 
=f(0) TMA ANPA, 

这 与 Mm 十 (1 一 和 A)LEJM 矛盾 ， 记 以 天 邮 ) 一 由， 即 超 平面 “下 
二 了 (让 包含 术 、 而 1(B8) 之 Qa2>B, 记 以 起 平面 玉 分 离 上 B 与 .因为 
如 := 一片 (o) 是 也 起 平 面 , 所 以 六 xx) 是 连续 函数 ， 因 而 五 = fp) 
世 是 闭 超 平面 《根据 定理 1.5.4 ) . 

推论 设 CCE 为 一 个 上 古林，5EbdtC)， 则 大 在 一 张 在 点 对 
C 的 非 平 凡 的 于 的 支撑 超 平面 

定理 2,2,4 设 玉 是 赋 范 线性 空间 ， 人 CE 为 非 空 闭 凸 集 ， a 
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已 ， 册 五 中 存在 一 张 严 格 分 离 a 己 C 的 闭 超 平 面 日 ， 
oo=d{(as C= inf x—al.>0. 


易 知 B= 二 {xil x 一 all < 为 非 空 开 是 集 ， 另 外 


—{x d(x, CO) < 去 } (2.2-1) 


也 是 非 空 开 凸 集 (《 见 第 一 章 习 题 3 }, 而 旦 83 站 GG= 古 。. 人 悄 若 不 
然 ， 存 在 x' EB 站 G.。 于 是 


I xia < 立 c， 了 xc CO) < 了 9。 


das CE x —all dx, C), (2.2—2) 


1 1 
(Tt 一 人 二 人 
ee 


这 是 不 可 能 的 .所 以 8 门 G= 中。 因为 为 非 空 开 同 集 ， 所 以 B= 
int( 如 ) 去 外. 根据 定理 2.2.2 五 中 存在 一 张 团 超 平面 百 一 广 !(e) 分 
离 万 与 G. 亲 设 1(B) 祈 &，f(G) 攻 G， 因 为 事 ，G 均 为 开 集 ， 所 以 
AB)>g， 了 (GD 之 a, 面 aE€B，CcCG， 所 以 超 平 面 太 严 格 分 离 a 
与 慷 . 

定理 2.2.5 设 上 是 赋 范 线性 空间 , 久 己 为 非 空 闻 凸 锥 ，bE 
到 ， 则 存在 分 离 丰 与 玉 目 包含 点 0 的 闲 超 平面 五 。 

《 证 明 留 给 读者 ) 

定理 2.2.6 设 C， elm. wii ， 则 
瓦 中 存在 一 张 严格 分 离 C ， 刀 的 闭 超 平面 。 

# 证 ” 钴 汶 C 关 史 ，inttDD) 一 DD，CNinttD)==CN=B,, 根 


* GF * 


据 定 班 2.2.2 五 中 存在 闭 超 平面 五 王 广 !(a) 分 离 C 与 万 . 不 芒 设 
FC)z2a，FDD)SC。 因 为 局 是 开 集 ， 所 以 五 不 能 包含 扣 ， 因 面 存 
在 点 eEC， 使 大 ce) >C， 洁 存在 zxOEC， 使 f(x") 二 9， 刘 必 看 
在 交大 人 让 大 ， 于 
是 得 1(C)>a。 同 理 可 得 ft D)<a， 即 闭 超 平面 闫 格 分 离 C，D 
2.2.2 慨 " 中 的 凸 集 分 离 定理 
而 有 限 维 线 性 空间 应 用 最 广泛 , 状 仅 对 有 限 维 线性 空间 纪 " 中 上 的 
睛 集 分 离 定 理 作 进一步 的 研究 ， 
定理 2.2,7 (Circhberger 定 埋 ) 设 A4,B 为 织 " 中 的 有 限 集 . 
假 雄 对 于 每 个 由 至 多 nn 十 2 个 点 组 成 拘 AU 8 的 子 集 CC 都 大 在 一 张 超 
平 亢 ， 严 格 分 离 C 4 与 C083B， 则 看 在 一 张 超 平面 严格 分 离 4 与 
Bb. 
证 者 4 吕 召 中 包含 的 点 数 S<na 十 2， 本 所 以 殷 
碰 S2nT2。 引 入 有 限 个 集合 
xx) 一 1 PY ly, p) ER'x A, y x), vxEtAd; 
BOx)={(y, PB) |(Cys BEB"xXBR, yx<p}, vxEB. 
窒 易 验证 A(x )， x) 都 是 沉 "” 二 克 "x 当 中 的 非 空 辣 集 . 设 卫 为 
由 所 有 的 A(x}) 与 B(x) 组 成 的 集 族 对 于 了 中 任意 nt 十 2 个 则 集 
(人 
C={x ty eo, A x x 
于 是 
Cl 4 一 人 2 一 人 
很 据 假设 ， 存 在 超 平 面 严 格 分 离 C 站 A 与 C1 B， 即 存在 8E 绝 "， 
占 汪 0， a 苇 强 ， 佳 
bx ia f=1, .re, ¢.; 
bx i cay j=t+1, ,nt2, 
因为 x ' EA，x ”EB 所 以 强 "x 汐 中 的 点 C5, a) 属于 A(x'!)， 
; ACx Bx )，，B(x "+ )， 因 而 属于 它们 的 交集， 


- 妆 呈 


根据 Helly 定 理 ( 定理 1.8 2》P 的 所 有 集合 有 一 个 非 空 的 浆 ， 妈 看 
三 公共 点 (a，7)E 训 "XX 到 ， 使 a xy YXEA; a Tx<y, Fx* 
BB， 因 而 超 平 画 瑟 二 {x la” x 一 py} 严格 分 离 了 4 与 8， 

定理 2.2.8 设 Ciy CC 尝 为 非 空 凸 集 ， 存 在 超 平面 分 离 忆 
本 1 的 充分 六 机 条 件 吓 ， 存 在 问 量 58E 满足 


1” inf{fb Tx |xEC rsuptb x lx EC,}, (2.,.2—3) 
2 supié x xCCOr>initb zr lx EC,}. (2.2~4) 
证 充分 性 ， 设 向 最 5€ 约 " 满 足 条 位 1° 与 ?"， 因 而 5 关 D， 选 月 


满足 
inf 46 x [x EC rp sup{tb x |x EC,}, 

于 是 得 六 x 守 P， VxECi; BX， YY xEC:. 由 2 可 知 ，C! 生 
“不 能 都 包 合 在 超 平面 吾 :， 吉 7x 一 5 中 ,所 以 超 平面 五 分离 CC 驻 。， 

迷 要 性 ， 设 超 平面 日 ， Bx 二 4 分 离 C 与 CO;。 不妨 设 b7x 之 a 
Tx: x YEC: ,因而 条 尾 1 "成立.。 因为 互 分 高 忆 1 与 
Co 所 以 至 少 存在 一 点 x*ECi， 使 Bb 了 x>0， 或 至 少 存 在 一 上 感 XE 
Cs 健 B*x< 过 a. 于 是 人 条 2 成 立 ， 

# 定 理 2.2.9 设 C，DDC 纪 "为 非 空 凸 集 , 则 纹 "中 存在 一 张 超 
平面 五 分 离 C 与 刀 的 充分 必 材 条件 是 

ritCt) [| ri(D)=B, (2.2—5) 

证 ” 当 # 二 1 时 命题 显然 正确 ， 设 jn 这 2，A 二 CC 一 D. 因为 局 ， 
DD 为 非 空 凸 集 ， 所 以 4 为 非 空 凸 集 ， 由 定理 1.9.7 得 ri(.A)==ri(C) 
一 ri( 刀 )， 因 此 式 (2,2-5) 等 价 于 0 EritA). 充分 性 。 设 条 性 
〈《 2.2-5) 成 立 ， 令 有 一 rifd)， 卫 是 相对 开 葛 。 因 为 4 是 非 窑 遇 
集 ， 所 以 召 也 是 非 空 凸 集 ， 而 且 0 EB， 由 瑞 理 2.1,3 知 ， 线 "中 在 
主 一 张 包 含 尽 0 的 超 平 而 态 ，p”x 二 0; 其 中 p€E 呢 '，p0,，H 门 PB 
二 中， 不 她 设 p ”x0,YV xE B83( 车 存 在 x 1，x'""EB,， 使 p?x! > 
0， pp x < 之 0， 网 必 存 在 点 xEB， 使 pTx 二 0， 这 与 HN 介 BB 二 西 巴 
盾 ) .由 此 得 pr xzz0， gxE4 国 为 4 一 CC 一 所 以 


" 站 号 ， 


psp ys 了 了 EC， 了 万 。 
令 P=inf{p’z lz EC}, 则 Np’z>P, VEC;: py<pP, vyED 
再 由 p ”x 记 0， 人 xe 上 BM， 存储 ce EEC， dED, 使 pT(ec 一 d)>0. 
因而 必 有 p”e 记 8 或 p”* dP， 中 C， 品 不 能 者 含 于 互 中 .于 是 上 申 于 
面 玉 ，p”x 一 上 2 分离 C 与 已 . 
必要 性 ， 设 玉 ，p x 二 4 分 离 C 与 DD，、 沾 妨 让 pp Xx 之， 

VxEC py VY yED 并 有 昌 存 在 eEC， 使 p"ec>a， 因而 
pix20,， YXxEA， 并 且 存 在 aE.A， 使 p77q>0， 洛 点 0EriltA)， 
则 存在 6>0， 使 [一 6q，6aq] 坟 A， 因而 

p(t—O0)=—6p gq 之 0.， 


这 与 p"q>0 予 盾 。， 以 所 点 0Eri(tA4)， 即 式 (2,2-5) 成 立 ， 

* 定 再 2.2.10 设 上 C 它 吕 为止 梨 ，riCC) 天 盏 ，5Erbte)， 则 
理 " 中 存在 一 张 在 点 z 对 C 的 非 平 凡 的 闲 的 支撑 超 有 平面. 

证 和 焉 aff(C) 中 应 用 定理 2.2.3 的 推论 即 得 ， 

定理 2.2.11 设 Cj, 人 COC; 性 涡 " 为 非 空 凸 集 .存在 超 平 匣 玉 强 分 
离 Cl， CC; 的 充分 必 灾 条 人 炸 是 ， 存 在 非 零 向 量 p€ 缀 "， 使 

infip™x lIxEC >suplp x [|x EC,}, {2.2—B) 

证 必 轰 性 ， 设 超 平 曾 及 ，p7x 二 a 强 分 离 Cl,，C。， 妈 存在 

3>0 使 CI 士 e 与 和 十 e 有 被 五 严格 分 离 ， 其 中 马 为 单位 球 ， 亦 即 


pixTey) a VYxEC, YE (2.2—7) 
pi (xTey) Ca, VxECs, vyEB, (2.2—8) 
由 式 (2,2-7) 得 


infip x lxECri rinitp tiey) [x EC yE BA, 
同 理 得 
sup{p xxcCsrca。 了 所 以 式 (2.2-56) 成 立 ， 
充分 性， 设 存 在 非 零 向 量 严 各 天 *， 使 式 ( 2.2-6 )》 成 立 
念 玉 1 一 infP7| 和 友人 i=sup{ipx [xEO,;}, c 一 本 (me 十 


* 本 性 “ 


9772 ) 一 -一 fs) 则 | 

px vxEtC, 太一 用， VxtC:. 
因为 单位 球 晴 有 界 ， 记 以 p"y，yE 8B， 有 漠 。 取 充分 小 的 正 数 8， 
局 使 

pixtey)=p xtep yu vaxatC, VYytDB:; 

p ixtey)—~pxt+ep yu VYxEC vyEB. 
这 表明 趟 平面 五 ， px 一 ec 严格 分 离 C: 十 2 与 Cz 士 8B， 因 市 直 平 
面 且 强 分 高 Cl，C;. 


3 2.3 分 离 定 理 的 应 用 


凸 分 析 在 理论 与 实 中 上 都 有 广泛 的 应 用 。 限 子 丹 幅 ， 本 节 只 讨 
论 凸 集 分 离 定 理 在 理论 上 竟 某 些 应 用 . 
“2.5.1 紧 凸 集 的 囊 示 

凹 多 辆 体 中 赐 每 个 点 痢 避 用 其 顶点 即 报 点 ) 的 是 组 合 表示 。 
那么 一 般 半 是 集 中 的 版 能 否 用 它 的 极点 药 凸 组 合 表 示 ? 关于 这 个 问 
是 有 如 下 定理 ， 
定 更 ?2.3.1 设 CC 绿 "为 非 空 紧 山 集 ， 则 

1” 蕊 的 极 上 感 僻 六 去 中 : 


2 ” 人 一 cof y ), 
3” 者 dim(C)= 二 上 有， 则 了 xEC， 在 在 m( 志 & 二 1) 个 极点 ， 
使 x* 沟 这 培 个 航 点 的 划 组 合 ， 


证 和 dinCC) 一 0， 则 为 单 点 集 {e) ,命题 显然 成 立 ， 所 以 设 
dimtC) 关 1， 执 据 定理 1.9.3 ri( 忆 ) 才 号 ， 假 设 对 于 维 数 小 于 的 
非 空 紧 凸 集 全 题 正确， 考虑 维 数 等 于 上 网 非 空 紧 凸 集 CC， 因 为 CC 非 
空 有 有 和 界 ， 所 以 rb( 忆 ) 关 史 ， 可 以 设 5Erb(C})， 极 据 定理 2.2,10 可 设 
互 ，P x 一 8 为 在 点 8 对 于 己 的 一 张 菲 平凡 的 支撑 赤 平 面 , px 庄 B， 
YXxEC， 因为 性 为 紧 凸 集 ， 市 且 8E 五 几 C， 所 以 五 几 C 也 是 非 空 
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紧 凸 党 ， 因 为 已 三 末 ， 所 以 dim( 玖 有 CC 一 8， 根据 假设 ， 对 于 互 日 
己 命 题 正确 ， 它 的 极点 集 站 到， 而且 H 站 C=cotj1). 

证 点 如 和 了 ， 洒 而 @E 厂 站 上， 于 是 PTrea 一 用， 者 存在 yy 雪 蕊 ， 
EO， 1)， 使 a 二 x 十 (1 一 A}y， 则 

pa=ip’ xi{(1l—i)p’ y=.. 

因为 px 之 BB，p7 yy 之 Bp， 所 以 p?x 一 p7y 二 pp，。 因 而 x，yE 太 ， 于 
是 x 83 日 站 CC， 因为 a E71， 所 以 x 二 y= 二 a 因而 a 为 C 的 极点 . 
于 是 己 的 极点 集 / 竹 史 ， 而 且 7 1 忆 7 

汝 为 忆 是 闭 的 ，5 为 rbCC} 上 和 任 一 点 ， 而 和 58E€ HC， 所 以 BE 
cotJ1 Ceot 了 )， 由 此 得 rb{C DCeofgy )， 

由 1.9 性 天 3 神 ri(C CecotrbtC)), 出 cotrhbtC jCeo(t])， 
所 忆 ri(CYCeotJ)， 前 面 已 得 rbtC)CecoltJ)， 于 是 CCeotJ)， 而 
cotj)CC， 所 让 C= 二 co(j). 

由 以 工 推导 本 闫 ， 当 dimtL) 一 0，TI，， 7 时 ,1 与 3 都 成 
立 ， 根 据 2" 与 定理 1.8.1 可 证 3"( 把 y 看 作 定理 1.8.1 中 的 集合 4 )， 
2.3.2 凸 甸 胸 形 的 表示 

下 面 讨论 上 号 名 胞 形 《不 一 定 是 有 过 集 ) 的 表示 问题 ， 

定理 2.3.2 设 有 避 " 呆 的 是 多 胞 形 S= {x |Ax= 二 5b,x 写 们 到 外， 
其 中 4 为 mx#n 灿 阵 ， 秩 为 MW，B5E 过 "。 再 设 x ，…， x 是 驴 的 
圾 点 ， 呈 1 ，…， 碍 :为 3 的 极 方 问 ， 集 人 台 A 如 人 下: 


[ 并 
A={ 和 ze 十 了 D1 hs 2 汪 避 } 
i=1 jnl 二 = 工 
(2.3—1) 
出 SS 二 成， , 
证 因为 8 是 吓 集 ，x' 中 ES， 所 以 > hix'ES， 其 中 和 之 


站 = 


0 ， > hi 二 1 . 叉 因 为 站 是 5 的 极 方向 ， 所 以 ACCS, 以 下 再 证 


{f=1 


" B22 * 


人 

因为 SS 拓 吓 ， 所 以 人 SS 至少 有 一 个 极点 ， 因 而 和 于 中. 可 以 验证 
太 是 闭 西 集 ， 假 设 寡 在 2 ES ，zEA, 则 根据 定理 2.2.4 存 在 一 张 六 
赵 平 面 严 格 分 离 z 与 A， 因 而 可 以 设 存 在 非 堆 向 量 pE 天 *，cE 弄 ， 
钙 


p'z>u, {2.3-2) 


上. 『 
pr (Sarit Dud ja (2.3-3) 
着 至 荆 1 三 1 " 
下 
其 中 Xi: 完 0， > hi 一 十 Mj, 1 二 1， “ i 


= 


因为 当 4; 宇 0 时 式 (2.3-3 ) 虱 成 立 ， 所 以 p”d 1 不 能 为 正 ， 邵 


pd 0, j=1, '", 1. 《2 3 一 4 ) 
福 式 《2.3~3 ) 中 适当 选择 系数 和 与 Ky， 可 得 
px'' <u, 上 一 1 Ek. ‘(2.3-5) 
于 是 由 式 (2.3-2 )》 与 式 (2.3-5 ) 得 
六 了 人 > ,Max {prx't}—=prx ， (2.3-6) 


其 中 xE {x …，x 因而 
A 
pz—p'x 0 (2 3-7 


因为 x 为 极点 ， 所 以 由 定理 1.?.1 知 4 一 [有 ， 交 ]， 其 中 在 为 贿 


2 人 (有 )=(* )>0 (2.3-8) 
将 P 与 % 作 相应 的 划分 ， 即 
p=( ), z=( ). 《一 全 
Bn EN | 


* Hb3 =» 


因为 2 ES， 所 以 Az= 二 Bzs 十 Nzy 二 8。z 字 0。 由 此 可 得 
zo— Bb—B ‘Nzn. {2.3—10 
将 式 (2.3-8 ) 一 《2.3-~10 ) 代入 式 (2.3-7 ) 得 
RR 
=—(phi— pi ‘Nzw > 0， 
因为 zx 六 0, 所 以 至 少 有 一 个 /32m 十 1 使 zi 人 0 而 且 pj 一 ps BB 1a 
0， 其 中 ex? 为 4 的 第 了 列 . 用 反 证 法 可 证 y5 一 Ba 天 必 有 正 
人 分量， 设 五 一 五 !'， 


ps ke i 
人 = min | yo Ee ) 上 -六 (2.3—11) 


1 工时 世 计 


假设 B-16>>0， 则 和 >0， 再 设 
* = 
<-(。 )+» { )， (2.3-12) 


其 中 e) 一 过， 相应 于 ai 的 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 零 . 

x 至 多 有 所 个 正 分 长 ， 第 了 个 分 量 为 和 ， 面 第 ”个 分 量 为 零 ， 
xz22z0， 而 且 

Ax=B(B —\y' "iNe 
= p(B lib— MB io’) +ia "=b, 
所 以 x ES， 还 可 以 证 明 x 是 SS 的 极点 、， 国 出 x Ex :xs 
拙 且 
pixr= plib — hpiy hple'’) 
yp A 

因为 上 式 右 端 第 二 项 为 正 ， 所 以 p?x>>p?x， 这 与 式 (2.3-6 )》 了 矛 
再 。 困 而 芭 和 AAA， 于 是 3 握 A， 前 面 已 经 亚 得 ACS， 所 以 9 一 六 ， 

(《 有 关中 有 有 零 分 量 的 情形 ， 即 退化 情形 ， 慷 给 读者 考 感 。》 

定理 2.5.3 设 $ 二 {x |Ax=56，x 庄 0} 天 喇 ， 其 中 4 为 mx 4 逢 
阵 ， 牧 光 呈 ， 而 E 青 ， 则 S 至少 有 一 个 极 方 加 的 充分 必要 条 忻 是 心 


' G:4 和 


万 界 ， 

证 车 S 有 极 方向 ,显然 S 无 界 ( 由 定义 可 知 ) ， 

若 S 无 极 方向 则 由 定理 2.3.2 革 于 SS 中 的 任 一 成 x 均 可 表示 汐 
它 的 极点 x' "sy x'* 的 此 组合 


下 kK 
一 > Mix'" M20, > Ai= 1,， 
f=1 


Ei= i 


由 此 得 


点 上 
x hx > Ex, 
t= 


==1 


因而 $ 有 界 ， 所 以 若 S 无界， 则 S 没 有 极 方 向 . 
2.35.5 懂 '" 与 天 的 关系 

定理 2.3.4 WS Ke 为 KK 的 到 极 ， 则 
K''"=K. 

证 1” 设 xEK. 车 x EK， 则 直 定 义 可 得 xEK'"*， 若 x EE 
玉 ， 则 存在 点 列 {x jC， limx =x, vatK" 均 有 (x "'|a)< 
0 ， 因 为 u(x} 是 连续 函数 ， 所 以 令 n 一 于 得 Cx |a) 所 9 ， 因 而 x EE 
Kr 由 此 得 KC 呈 区 ?， 

2" 因为 芒 是 包 合 点 0 的 西 锥 《 见 第 一 章 习题 18 ) ， 所 以 车 x 
各 尼 ， 则 存在 一 张 闭 超 平 面 严 格 分 离 x 与 太 ( 依 定 理 2， 2， 4 ，*， 外 
存在 u€ EB' 与 wa 所 绍 ， 使 


(x ju)>a, (Ka) <a, 
因为 0E 久 ， 所 以 a>0， 因 而 《xla) 0， 
因为 及 为 稚 ， 所 以 VY pyEK, AyEK( 0 ) 面 (入 | 要) 证 
ACy a 之 a， 所 以 Cy|eD) 夺 0。 因 而 wnEK"， 青 考 虚 到 (fw》 
>>0， 所 以 xEK'"*， 于 是 得 K"'cK. 
综 上 所 有 还 香 兵 “一 五 ， 
根据 定理 2.3.4， 容 蔓 确 定 一 个 非 空 凸 锥 兵 的 双 极 玉 "" 岗 如 


" DD ， 


aC- | i 


避 六 = 二 {x jx 过 ?， x ,D0， Xs 守 xX11 则 
Dx lx CR Xi rx 
2.3,4 多 测 以 与 有 限 生成 久 的 关系 
在 3$1.6 中 引入 了 有 限 生成 的 凸 锥 与 客 画 锥 的 概念 现 直 证 晴 
它们 是 相向 的 。 先 证 明 以 下 定 王 . 
定理 2.3.5 设 T 为 由 办 "到 帝 " 的 线 竹 映射 ,5E WB" ，C={x1] 
1 三， 出 
1 扰 至 多 具有 限 儿 个 极 后; 
2” 春 C 非 空 有 界 ， 则 5 是 一 个 凸 客 面 栖 ， 
证 1” 容易 验证 必 为 骨 凸 集 。 设 J 为 CC 的 极点 集 ，p"" 为 牙 
的 第 i 行 。 令 
Tx)={tilp x=bil, 
假设 x*，y EJ ， 且 T(x) 二 1(y)， 因 为 YiE1(x) ,px<bi， 
所 以 存在 e 祈 0， 使 
pTCrtetx— y) Eb 
当 iE T(x) 时 ，p' "x 二 py 二 Ht 所 以 上 式 也 三 立 ， 于 是 虚 x 
十 etx 一 yy) 人 CC， 因 为 x 是 忆 的 极点 ,而且 


E 
x 十 8 +t 二 (x 十 E(x—y)), 


所 以 x 二 y。 由 此 可 需 ， 党 x 下 yy， 则 Jx) 考 Ty}. 而 {1 *，m} 革 
可 能 和 具有 有 限 允 个 子 集 六 xy， 所 以 5 只 可 能 具有 有 限 多 个 极 虚 ， 

2” 因为 忆 为 非 空 有 界 闭 凸 集 ， 邑 紧 集 。 根据 定 理 2,.3.1C = 
cotJ)， 国 性 的 极点 碗 是 它 网 村 上 感 ， 有 所 以 己 为 是 多 面体 . 

定理 2.5.6 设 玉 王 理 ， 玉 为 多 面 锥 的 充分 必 变 条 忻 是 ;KK 为 
有 限 生成 的 凸 锥 . 

证 ”关于 尾村 性 的 证 明 从 上 略 ， 请 参看 交 南 2， 下面 证 上 明 充分 
性 ， 

设 久 是 有 限 生 成 的 凸 锥 ,根据 定理 1.6.6 攻 是 闭 的 , 即 KK= 太 。 


.68 。 


由 定理 2.3.4 知 巨 0 一 天， 因而 站 一 天 0 一 (") 由 定理 
1.6.5 类 天 ?是 一 个 多 面 锥 ， 由 必要 性 得 ， 玉 "是 一 个 有 有限 生成 的 号 
锥 ， 再 由 定理 1.6.5 知 ， 刺 "的 极 天 09 是 一 个 多面 锥 ， 因 而 玉 是 一 个 
多 面 锥 . 

'2.5-.5 返 一 定理 

下 看 要 介绍 的 定理 等 价 于 Farkas 引 型 . 

定理 2.5.7 【〈 择 一 定理 设 如 为 mXn 算 阵 ， 盏 E 盏 "， 贡 
C1) .4x 一 包工 0 有 解 x 上 

(2 ) .4477y0，823y<c0 有 解 了 6 青 ”， 

:但 不 能 两 组 都 有 解 ， 

证 老 ( 1 ) 有 和 解 ， 则 57y 二 (Ax)"y= 二 x? 了 A7y， 因 为 x 宇 0， 所 
Ay ， 则 58587 了 y 守 0， 因 而 (< 2 7 无 解 . 

若 ( 1 ) 无 解 ， 令 


={y|y = 22 Mia'',, ,>0} 
j=1 


其 中 上 7 为 4 的 第 j 列 ，7 一 1，…，#。 此 是 有 限 生 成 的 西 愉 ， 由 定 
理 1.6,6 知 玉 是 闭 的 ， 而 5€ 政 ， 和 再 由 定理 2.2.5 知 ， 罕 在 包含 点 0 
的 团 超 平面 分 离 5 与 上 ， 不 妨 设 存在 pf€ 绿 "，p 考 0, 而且 p’y 守 0， 
vycCK,， pb<0， 因 为 a7 了 了 EK， 有 所 以 pTa7 守 0， 人 7， 因 面 
A'p 宇 0 ， 于 是 p 是 (2 7) 的 解 ， 
2.5.6 无 界 苦 数 规划 的 条 人 性 


本 节 讨 论 整 数 规 划 
生生 之 一 性， 
IP) | Ax = 上 上 6, Em x 0 


整数，j 二 1]，*""，， 
其 中 4 为 mx 矩阵 ， iy bER", ct" 
整数 规划 是 数学 规划 中 一 个 重要 的 分 支 ， 通 常 是 先 盘 对 应 的 
线性 规划 (LP)。，. 奉 《 LP 不 可 行 ， 则 整 狐 规划 CIP) 也 不 可 


» BF =* 


行 。 车 (LP) 无 界 ， 那 必 《IP ) 是 否 也 无 界 ? 在 一 般 情况 下 是 不 
能 肯定 的 。 有 时 虽然 ( LP) 无 界 ， 而 《LIP》 却 是 有 界 的 ;， 有 车 
《 LP) 无界 ， 而 CIP) 无 可 行 解 。 然 而， 在 一 定 条 性 下 党 案 是 肯 
定 葛 ， 

定理 2.3.8 设 在 《也 ) 中 己 知 数据 ci，oiiy 全 询 为 有 理 数 ， 
而 县 可 行 域 非 空 ， 洲 对 应 的 线性 规划 《LP > 无 有 限 的 最 优 解 《 月 
标 函 数 无 界 》， 则 (IP ) 也 无 有 限 的 最 优 解 . 

证 由 假设 可 行 域 非 室 ( 不 妨 设 x "为 可 行 点 } 和 《LP) 交 芋 
标 毅 数 无 界 知 : 凸 多 面 集 

S= {x ER Lix= 6 x0 

非 空 而 且 是 无 喷 简 。 由 定理 ?3.3.3 拓 ，9 至少 有 一 个 极 方向 ， 由 定 
理 1.7.2 知 ， 今 至少 有 一 个 极点 ， 

设 x ，…， x+ 为 3 的 极点 ，d ! ，…，d' 为 5 的 极 方 向 ， 
由 定理 2.3.2 知 ， en TP 


x= > Nox 十 > di, (2.3-13) 


其 中 和 i>0， i 二 1，…'， hk， S' hm, 0 j=1, 1, 


t= 


将 x 的 表达 式 ( 2， 13 ) SD 


eTx= D NieT x 十 D Hed (2,3-14) 
4=1 1=1 


因为 (LP) 的 目标 省 数 无 界 ， 所 以 由 式 (2,3~-14) 知 ， 宇 少 
有 一 个 极 方向 Jd? ， 使 c?qd'??> 0 ， 不 芒 设 eTqH'1 >0， 青 由 xnES 
写 极 广 癌 的 定义 知 . 区 上 和 0， 而 且 x 十 Aqd'' ES，Y 和 mL 这 等 
价 于 
a 一 0， dnsz0 1 天 站 
钛 面 存在 有 理 数 + 半 0， 使 


= 站 


维和 十 这 二 十 人 十 引 环 1 
eidii >r, 其 中 了 (二 (Ca Us Tr oi 


考 蕊 线性 规划 ， 
max 了 一 y, 
LP,) St, 4 一 10， 


CMy 7 
34 中 3 十 十 和 让 
一 (ys yr) 0, 
条 为 《LP: 有 可 行 解 台 : ， 所 以 必 有 基本 可 行 解 ， 可 以 用 单纯 形 


法 求 得 ， 因 为 在 CLP, ) 的 约束 中 已 知 数 据 均 为 有 理 数 ， 且 单纯 形 - 


法 仅 含 有 理 运 算 ， 所 以 用 单纯 形 法 得 到 的 第 一 个 基本 可 行 解 y“ “就 
是 有 理 数 解 . 民 一 个 适当 的 正 整 数 习 之 ， 消 去 分 母 得 (LLP: > 的 一 
个 整数 可 行 解 ， 记 为 着" 。 3 7 也 是 凸 黎 面 集 和 的 援 方 疝 ， 令 
S 一 人 和 更 |x 一 天 十 入 2 为 非 黄 整数 》 

易 知 ， 无 界 点 集 S' 中 的 点 x 都 是 CIP ) 的 可 行 点 ， 因 而 (IP ) 的 可 
行 域 无 界 . 

在 3 上 《HtPy) 的 目标 函数 值 为 

z=e (x Ay =e x he Ty 

由 于 cy 盖 0， 所 以 当 取 正 整数 并 趋向 于 十 ce 时，: 一 士 se， 即 
(IP ) 的 日 标 函数 无 在 . - 

注 ”者 将 定理 中 的 条 性 “对 应 的 线性 规划 (LP ) 无 有 限 的 最 
优 解 ” 改 为 “在 使 用 单纯 形 法 的 过 程 中 发 更 ( 工 P > 无 有 眼 的 最 优 
解 ”， 册 证 明 可 以 简化 . 


习 是 
1， 设 忆 CC 潮 :为 半 国 ，x:? 十 x 和 1，x; 字 0 ,试验 证 定理 2,3,1，。 


2。 投 有 温 * 中 四 个 凸 集 如 下 ， 
人 X3 十 (xz 十 172s 1，。 %35 一 小 ; 


a 


Ca: (YXa -一 2)3 十 %as 妇 十， Xl 二 0: 
Ca 【《Xa 一 2)3 十 XXX1 一 日 ; 
人 2 十 wx 十 %3s 4 
1” 斌 画册 Co Cs 的 图 形 : 
2” 是 否 存 在 分 离 Ci，KC: 的 超 平面 ? 若 存 在 ， 则 号 出 超 平 : 
面 的 方程 ， 该 超 平 面 是 否 严 格 分 离 Cl，Cs? 
3” 试 写 出 一 张强 分 离 C!，Cs 的 超 平面 ; 
4” 试 写 出 一 张 在 点 ee 一 (0，2，0)7 对 和 ,的 支撑 超 平 面 . 
3。 设 5 一 需 ? 由 以 下 不 等 式 组 
— x 其 一 2 区 < 0 
确定 . z 
1” 斌 给 出 5 的 图 形 ， 
2” 试 写 出 SS 的 全 部 极点 ， 
3” 试 写 出 S 的 全 部 极 方 向 ; 
4” 试 按 公式 (2.3-1 ) 写 出 5S 的 表达 式 . 

#4、， 设 世 CE 为 册 体 ，B5EbdtC}, 试 证 明 玫 在 一 张 在 点 58 对 局 
芍 非 平凡 的 闭 的 交 撑 超 平面 . 

5。 设 巨 是 冉 范 线性 空间 ， 忆 为 非 完 聊 滞 锥 ，5EKK, 试 证 
请 存 在 包含 点 上 0 有 的 闭 直 平面 品 分 高 与 KK. 

#6。 设 忆 CC 纪 ' 为 同 集 ，ri(C}) 关 西 ，BErhtC)、 试 证 明 纪 "中 
怪人 在 一 张 在 点 8 对 忆 和 的 非 平 凡 的 闭 的 支撑 超 平 面 . 

#7、 设 忆 为 赋 范 线性 空间 ， 4CCE 为 非 空 闭 凸 集 ，BCE 是 
非 空 紧 晤 集 ， 而 且 A4 人 =， 试 证 明 包 中 存 往 一 上 张 严 格 分 离 和 4 与 
避 徇 团 超 平 硬 ， 

68， 设 C6 《一 有 为 非 空 凸 集 ， 试 证 天 式 (2.2-56)》 是 存在 
超 平 面 五 严格 分 离 C: Ca: 的 充分 条 件 ， 举 例 说 了 明 式 〔〈2.2-6 ) 不 是 
必要 条 和 件 . 


呈 TY" 


三 章 ” 凸 隐 数 


是 了 菠 数 是 上 同 分 析 的 主要 内 容 之 一 本章 首 先 引 入 凸 录 数 概念 ， 
然后 研究 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 、 目 函数 的 基本 性 质 以 及 连续 性 、 
是 一 数 的 闹 包 与 本 和 。、 目 生 煞 的 可 微 性 、 次 梯度 与 次 微分 ， 最 后 研 
和 Jensen 不 等 式 与 Hadamard 不 等 式 ， 


$3.1 上 辆 图 数 的 概念 


在 本 节 中 首先 引入 凸 函数 与 严格 凸 函 数 的 定义 ， 然 后 研究 腕 上 
的 占 项 数 ， 正 常 凸 陋 数 与 非 正 常 加 图 数 ， 最 后 研究 凸 陋 数 的 上 图 
5.1.1 芋 务 数 与 严格 凸 函 数 

定义 3.1.1 设 CCF 为 同 集 ，f :C= 融 . 兴 YX CEC, At 
《0 ，。 1 ) 均 有 : 

f(A Cy RT y), (3.1—1) 
购 称 六 xx 为 凸 信 各 上 的 凸 函 数 (《coayvex function 》， 

定 尽 5.1.2 设 上 CC 上 为 四 集 ， 廊 C 一 过 、， 昔 六 YX DEC，x 冯 

7y。，E( 0 1 ) 痢 有 
F(x 1 hy NF Ft Ny), (3.1-2) 
囊 称 天 >) 为 后 能 上 的 严格 凸 务 数 . 

车 式 (3.1- 工 ) 中 的 不 等 号 为 “ 闻 ”， 则 称 六 zx) 为 止 集 C 上 的 加 
阔 数 。 若 式 (3,.1-2 ) 中 的 不 等 号 为 “请 ”， 则 六 x) 称 为 凸 集 C 上 的 
严格 趾 函 数 ， 

咯 奖 数 的 几何 意义 是 ， 连 接力 数 图 形 上 性 党 两 点 的 线段 ， 幅 由 
都 不 在 函数 图 形 的 直方 《图 3-1(a) ) 。 严 格 凸 项 数 的 几何 意 闵 是 ， 


。 ?1 。 


Co 区 3-1 (hy 


连接 遂 数 图 形 上 任意 两 点 的 线段 处 外 都 在 冰 数 图 形 芍 上方 ( 图 3-1 
(5 )， 酚 端 除 外 。 
显然 ， 严 格 凸 熙 数 是 下 下 数 ， 严 格 问 攀 数 也 是 站 卫 数 ， 
定 了 .1.5 设 CC 扬 为 四 集 ，fC 一 须 ， 右 存在 常数 R>0， 
使 半 xX，yEC, ELD, 1) 二 有 
f(Axt(l—Ai)y) 
NfCEI Fm ME yy BAM ry ll?, (3.1-3) 
则 称 关 xx) 在 凸 集 C 上 是 一 致 凸 的 . 
定义 3.1.4 设 户 太 一 过 为 线性 国 数 ,aeE 则 F(x) 一 f(x) 
十 a 称 汶 仿 射 函数 (affine fuaction)， 
例 1 设 FCx) 为 F 上 的 仿 土 函数 ， 试 证 明 玉 (x) 既 居 西 函数 ， 
又 是 上 呵 郑 数 ， 
证 设 x，yEV，0 < 之 之 1。 根据 定义 得 
Fix {I— yf hr (i y+a 
=\f(x) ttl—M)fy) ta 
一 入 [这 x) 十 的 十 (1 一 XI 十] 
= F(x (1— MF yANF xr) — NF y), 
所 以 F(x) 是 凸 浅 数 . 同 理 可 证 F(x) 是 人 贡 函 数 ， 
例 2 设 六 xy) 一 (x 一 1)3，xE 和 组 试 证 明 f(x) 在 区 间 ( 一 cop 


+ Ds 


士 so ) 内 是 严格 古国 效 . 
证 ” 设 x，y 为 任意 二 实数 ，x 关 yy 入 EV,1)、 因 为 
HA (1 NYy) 
:= hx) yi—2Ax+(1—A y+ 1 
— [yr— yx A yx)) 
—2AxTtT—A}Yy] 二 1 人 
一 六 吏 2 (Ay NAYyti 
—=hCx:—2xt 1 A yy 二 1 il yw}! 
< 上 和 2 一 2X 叶 1 十 (1 一 太史 汪 2 一 2 十 1 荆 ) 
— fx) tl NYy), 
靳 以 
f(Ax Thy ty), 
由 x，y 的 任意 性 与 的 任意 性 知 ，f(x) 在 区 间 《一 co， 十 oo ) 内 是 
产 格 西 二 数 . 
5.1.2 在 多 中 取 值 的 凸 函 数 
下 面 讨论 在 妥 ={ 一 oo U 这 {十 吕 } 中 取 秆 的 囊 函 数 。 因 为 可 
能 涉及 到 包含 十 吕 或 一 = 的 运算 ， 所 以 在 本 书 中 作 以 下 规定 . 
‘二 oo)t+a= 二 oo， 他 计 一 co 
【一 吧 十 C 一 一 coy 站 天 十 ea 
(十 ee) a= 二 oo 【一 ce) 4 一 一 co ef 
(十 co)》， 一 一 co 【一 c) a=m+oo, Ad 
和 (十 ce 一 站 光一 ce) 一 0 一 (一 ae) 一 十 cc， 
inft B= 二 co S4D 雪 一 一 ce. 
(十 co ) 十 (一 ce) 【十 co) 一 (十 oo) 与 (一 ceo) 一 (一 ceo) 都 无 意 
义 。 应 当 恕 做， 
定义 3.1.5 设 CC 为止 集 ， 广 C 一 肛 ， 车 对 于 所 有 的 xz，y 
< 与 所 有 满足 呈 x)<Hp， 交 cy 的 bp YE 有 ， 当 0<<1 时 艾 
市 
*。 了 3 。 


foOAxt Cl hy A 1 AA), {3.1—4) 
则 称 7(x) 汶 是 务 数 ， 缠 
定 还 3,1.1 设 CCV 为 证 集 ，j:C 一 坑 ， 则 定义 3.1.5 与 定 必 
3.1.1 等 价 ， 
证 设 按 定义 3,1.1 fx) 是 是 沙 数 ， 且 js，Y EE，(x)<#， 
FJ) 0 之 和 A 之 1。 于 是 
HAxT (TAD EA TA Cy) 
<AuT(1—i)», 
因而 按 定义 3,1.5 了 (x) 也 是 十 羡 数 . 
设 按 闵 3.1,5 f(x%) 是 证 册 数 ， 因 为 Ye>0 均 有 (x) 之 fix) 十 
ETfy)c 1 十 e， 所 以 
Fhx My) tM) ye) 
=Aftx}t lA yy) 二 2. 
令 e 一 0 得 
fAx 人 Ny yy), 
因而 按 定义 3.1.1 f(x) 也 是 目光 数 ， 
定义 5.1.6 设 CCy 为 西 集 ,f:C 一 声 为 凸 遂 数 ， 则 称 集合 
‘x x 人 EC FX) 十 oo} 为 1(x) 的 有 次 城 Ceffective domain )， 
记 为 dom( 了 ). 
性 质 ” 品 冰 数 fx) 的 有 效 域 dom( 了 下) 是 凸 集 ( 证 明 留 绍 读 者 )。 
定 久 3.1.7 设 1f:V 弦 U1{ 二 oo} 为 廿 隙 数 ， 而 且 dom 《ff) 去 
中， 则 称 疙 x) 为 正常 吕 酉 数 PIOPer convex function 》., 
定义 5.1.8 吞 兵 z) 为 大 上 的 凸 元 数 ， 但 不 是 正常 西 功 数 ， 则 
称 上 六 ?为 菲 正 种 嫩 函 煞 . 
法 ”定义 在 是 集 CCFVF 上 的 实 值 丁 蚂 数 f(x) 可 以 开拓 为 整个 空 
测 太 上 的 正 贡 凸 志 数 ， 
Fw) XEC. 


_ (3,1-5) 
十 sc ， 证 车 二 


F(x)={ 


“14. 


而 中 有 北城 不 变 :， dof(FF) 二 doof( 了 )==C. 

反之 ， 每 个 正常 凸 施 数 乒 x) 都 可 以 看 作 定 闵 在 它 的 有 效 域 
dom(f) 上 的 实 值 是 函数 的 开拓 ， 注 意 到 这 一 点 将 会 带 来 许多 万 
便 ，, 

正常 凹 阔 数 的 定义 与 正常 上 同 函 数 的 定义 类 似 ， 从 格 ， 趟 得 靳 
述 . 
3.1.3 辐 函 数 的 上 转 

由 图 31 可 以 直观 地 看 出 ， 位 于 四 遂 数 大 x) 的 图 形 上 方 的 集 合 
是 个 凸 代 、 有 时 利用 这 个 集合 的 性 质 研 究 遂 数 六 x) 的 性 质量 方 使 ， 
所 以 引入 以 下 定义， 并 研究 函数 乒 z) 的 止 性 与 上 上 述 集 合 的 凸 性 之 
加 的 关系 ， 

定义 3.1,9 设 CCy, 隙 数 f:C 一 统 ， 则 称 集合 

(x A x MECXR, f(x) 人 i))} C3.1-68) 

为 (x) 的 上 图 (epigraph yy ， 记 为 epi( 了). 

例 3 设 淫 数 fx) 定 六 如 下 : 


> 一 C1; 
Un 一 1<xw 1 ; (C3.1—7) 
x 二 +1，1 < 过 x 之 十 oo， 
试 撒 维 了 ix) 的 上 图 epi( 7)， 再 判断 它 的 闭 性 . 
解 ” 根 据 定义 可 找 给 出 f(x) 的 上 图 epi( 让 如 图 3-2 所 示 ， 
设 a 一 (1， 11), b=(1,， 2)’, 
c={—1; 2)7, d=(—1, 10)’, 
出 (ay BlCepi(f), (ce, dcepi(f). 
所 以 epi( 册 不 是 财 集 ， 
由 图 3-2 可 以 看 出 ， 闻 数 放 x) 的 上 图 epi( 了 站 ) 不 一 定 是 是 集 ， 世 
不 一 下 是 所 集 。 然 而， 西 通 数 的 上 图 必定 是 凸 集 ， 反 之 ， 上 图 为 是 
集 的 是 数 必 为 牟 末 数 。 这 种 对 应 关系 将 在 定理 3.1.2 中 描述 。 关于 


r TH + 


本 


老 世 让 三) 
1 一 Xx) 


图 3-2 
函数 的 上 图 为 闭 集 的 等 价 条 件 将 在 33,.4 中 讨论 ， 
有 时 也 用 到 fj(x) 的 下 图 ， 也 就 是 集合 
{Xx 
定理 3.1.2 设 f:7 一 纪 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 
1” 了 是 凸 晃 数 ， 
2” epit 了 ) 是 上 山 集 ，; 
3?” A=i(x 
证 “1 坊 2 ” 设 作 xX) 是 上 山 阅 数 。 青 朗 ( Xx， 5) (yy YE 
epi(f), 0 < 一 1， 
因 沪 (x HH) (Cy?) Eepit)， 所 以 fx) 寺 p， f(y) 夺 vr。 因 
而 六 x)<AAfte， yy)<oTe we>0， 再 根据 乒 x) 的 凸 性 得 
f(x A yA Ett He) 
= 二 (Thy 二 #. 
令 e 一 0 得 z 
fx CTA)??., 
于 是 ， 训 和 由) 十 (1 一 大 IC39 YY) 


= Bb * 


一 (zx 十 (1 一 ))y，Xa 二 (1 一 X)2 ) Eepi(f), 
诉 久 epi 力 是 西 集 ， 
“2 人 3” 设 epif 太 是 酝 梨 ， 再 设 (x，F) (Cy DEA,，0< 
入 之 ]， 
因为 C(x， ，{(y， 7?)E€A， 记 以 f(x)<B FJ< 存在 os 
yo 所 间 满 足 fx) 寺 B02 (FY) 夺 Yo < 因而 (x Ho0) (Cy ?0) 
Cepi(f)， 因为 epi( 有 是 凸 集 ， 所 以 
NT MoT (lA yy, Po) 
一 (XY 十 (一 入 )》y， Mot (1—N)v) Eepi(f), 


于 是 

FOX 十 (1 一 XN)y)<SRo 十 (1 一 人 )po<AE 二 (1 一 入 )?。 
笠 而 

MACx, FT yy, ») 

二 (Ax 二 (1—A)y, H+ (1—M)v) Ed, 
所 以 A 是 上 同 集 ， 


“3? -1"” 设 4 是 西 梨 ， 百 设 Fx)< < ，0 之 之 
1 ， 于 蚌 (x， 2),，(y，?)€ 4， 由 4 的 四 性 得 
ACxs 下 十 (1 一 六 六 3 ?7) 
一 (xz 十 (1 一 入) XUT1 一 入 ya EAd, 
于 是 
FA (1A yA 二 (1 Ny, 
因而 jx) 为 西 遇 数 . 
因为 函数 x) 的 西 性 和 它 的 上 图 epi( 下 的 晤 性 等 价 ， 烤 以 也 
可 以 把 “ep 区 六 是 酝 集 作为 是 国 数 的 定 多 ， 而 把 前 面 的 定 交 作为 
类 函数 的 性 质 ， 要 证 明 f(x) 为 西 阔 数 。 了 世 可 以 先 证 有 明 f(x) 的 上 图 
epi( 了 ) 为 同 集 ， 或 集合 4 二 {x， 和 ) f(x) 之 和} 为 汕 集 ， 
例 4 设 8C 广 x 家 是 凸 桌 ， 函 数 f:7 一 有 定义 如 下 ， 
Hx)=inf{\ lx, MEB. (3.1-8) 


四 Tn 


试 证 明 产 x) 为 是 函数 【《 注 ，inft 钙 = 十 ce ) ， 且 ep 攻 万 一 五. 

证 设 (x, hi (Cy 22)EB, BfOx)<A FJ， 时 
fx) 的 定义 可 知 ， 窑 在 8 之 和 Lu， ?之 As 使 (xz，H) (yy ?) EB, 
阔 为 如 是 凸 梨 ， 所 以 YaE(0，1 ?区 有 

(ax {1l—e)y, oH+ (1a)r) 
—ax, Btl—ot ys EB, 
因而 
f(axtF (lo yoaut larva, 十 (一 CGO) 和 ay 
所 以 帮 二 是 凸 范 煞 


3.2 巴 菌 数 的 充分 必要 条 件 


迭 照 凸 暴 数 的 定 浆 检查 咖 数 的 凸 人 性 是 弛 较 困 难 的 .为 了 便于 庶 
有 用， 下面 提 出 玫 个 关 圭 凸 图 数 的 充分 必要 和 条件 ， 供 选择 使 用 . 

定理 3.2.1 设 f:V 一 络 ， 则 fx) 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 
是 :大 2 在 F 中 的 每 荣 直 线 m 上 的 限制 人 记 光 卫 Im 是 凸 的 ， 

证 内定 多 3.1.5 直 接 可 得 ， 

定理 了 .2?.2 设 在 并 王 介 部 己 表 "内 六 EEC， 则 六 =) 为 凸 星 
数 的 充分 必要 条 件 为 ，Yw x，y 全 必 都 有 

fioy fx Vr) (yx), 《3 .2 一 ] 》 

其 中 


vir= Ba ji 3 ). 


证 ” 必 寞 性 ， 设 六 x) 为 上 函数 . 人 尾 取 x，y ED, aE(0，1), 
转 共 xz 的 凸 人性 得 
Hayt(i— ox aftyt+ (li— efx), 
即 
1xt oaty—x)) fx taf ym— fx)). (3.2-2) 


"和 


根据 内 勒 公式 入 
f(xtoty—x))=f x ovit} (ty—x), (3.2-37 
其 中 =x 十 daty 一 x 0<bc 上 ， 由 于 忆 为 止 集 ， 所 以 ED 
由 式 (3,2-2 ) 与 (3.2- 3 ) 得 
fey I—f xn VI yO— x), 
令 g 一 人 0， 则 YCBODYVFCx)}， 国 而 圭 式 化 为 起 (3.2 一 1 了) 
充分 性 设 Yx，yED 式 (3,2 一 41) 都 成 六， 再 设 x，y 七 DD， 
aE(0, 1), z=axt( IT 一 ay， 由 万 的 凸 性 得 zE DD， 由 假设 得 
flix fstVIs) (x £), 
ep 
用 c， 1 一 9 分 别 习 圭 面 二 式 两 器 ， 再 六 加 得 
utcx ttli— Of yf VYE) (ox (1— a y—2) 
=f(axt (1— 0)y). 
于 十 
fax (lo y Earx) tl of y), 
因而 fx) 是 号 问 数 . 
定理 3,2.3 设 在 开 王 集 DDC 呢 "内 f(x) EC!， 加 f(x) 为 严格 
凸 图 数 的 充分 必要 条 性 是 Wx，yED， x 大 yy， 者 有 
Fy > x Vr) (yO—x), (3.2—4) 
证 必要 性 . 设 fx) 在 吃 内 为 严格 凸 疼 独 ， 青 设 存 在 两 个 点 
Xs 了 EC 了，X 和 使 三 桥 不 等 式 (43.2- 4 ) 不 成 江 ， 
困 为 严 衬 凸 明 数 也 是 凸 画 数 ， 所 以 根据 候 设 与 定理 3.2.2 得 


fiy)=f(x)t YI x (Cy— x), (3.2—5) 
由 fx) 的 严 略 眶 性 得 
xy LL 1 
(+ y)， (3.2—6) 


将 式 (3.2-5 ) 代 入 式 (3,.2- 6 ) 得 
本 19 和 


f(a) TV) Ty—x). (3.2-7) 


然而 根据 定理 3.2.2 应 有 


(ET) tv)" (Fx ) 


f(x) + FVHx) (yx), 


上 式 与 式 (3.2-7 ) 政 盾 ， 所 忆 Yx，yED， x 天 yy 不等式 (3.2-4) 
都 苞 立 ， 

充分 性 的 证 明 与 定理 $.2,.2 的 证 明 类 似 ， 从 略 ， 

定理 3.2.4 设 忆 一 更 "为 非 空 并 辐 集 ， 六 万 一 级 ， 丰 EC 
囊 jx) 为 凸 国 数 的 充分 必要 委 件 是 ， 在 卫 内 每 一 点 zj 六 xx) 的 Hesse 
年 阵 豆 (xz) 都 是 半 正 定 的 ， 

证 必要 性 ， 设 大 xz) 为 凸 国 数 ，x 和 万， 更 ” 

因为 上 D 是 开 集 ， 所 拉 当 1 之 0 充分 小 时 ，x 十 tyED. 根据 定理 
3.2.2 得 ， t 

Hx ty 之 fxr} V fx) y. (3.2—8) 

根 白 罕 勒 公式 得 

Kxtty) Hr) + ty Hx)! y+ Ey'H(E)y (8.2-9) 
其 中 5 二 x 十 dty，0 < 之 0 之 1 因为 六 之 0， 所 以 由 式 (3.2 一 8 与 式 
《3.29 ) 得 y 了 (5)y 守 0 ， 令 t 一 0， 于 是 得 yTH(x)y 之 0， 电 
LH(x) 是 半 正 定 的 . 


充分 性 。 设 在 五 内 每 一 点 zx， 万 fx ) 都 是 半 正 定 的 . 苹 设 x 
ytD， 根据 泰 勘 公式 得 y 


A (yx)+ oy—x) "HEN yx), 


其 中 86=x 二 0(y 一 x)，0 <<0 之 1， 因 为 EE D， 所 以 于 (8) 是 半 正 
站 80 中 ， 


定 的 ， 因 而 
Cy—x) Hi)(y— x 0，, 
于 是 得 
大) 十 天 ~) 本。 
根据 定理 3,.2,2f(x) 是 是 出 数 ， 
推论 ” 设 单 元 画 数 六 xx) 在 区 间 (a，5) 内 具有 二 阶 导数 ， 购 
0) 为 此 图 数 的 充分 必要 人 条 性 是 1"(x) 之 0. 
《 因为 单元 函数 x) 欧 HHesse 入 阵 半 正定 等 价 于 f(x) 之 0 
定理 3.2,5 设 了 DC 泥 " 为 非 空 开 耳 人 乐 ,f: DD 一作 ，J(x) EC 
阁 在 必 内 每 一 点 x，f(x) 的 Hesse 第 阵 玉 (x) 者 是 正定 移 ， 则 fx) 
为 严格 凸 图 数 ， 
证 设 x，yED， x 关 y， 根 戎 内 勒 公式 得 


Hy)=Fx Tx) (pO—x) + yx) TH yx) 


其 中 6=x 二 6(y 一 x)，0 <g< 1， 因为 SED， 所 以 玉 ( 引 是 正定 
呆 ， 洽 虚 到 x 壮 y， 于 是 由 上 式 得 

让 Hx YCx) Cy— xX), 
根据 定理 3.2,3 fx) 是 严格 凸 画 数 。 

推论 设 单元 图 数 x) 在 区 间 (a，85) 内 具有 二 阶 导 数 ， 车 
0 Ea Db)， 则 f(x) 为 严格 凸 函 数 . 

注 定理 3.2,5 的 道 全 题 不 成 立 ， 例 如 fx) 二 x* 是 严格 西 出 数 
(可 雇 证 明 ， 阁 了 (x) 单调 增 ， 则 f(x) 是 严格 西 函 数 》)， 而 它 的 
iesse 什 隆 f"(x) 二 12x? 在 x 二 0 处 六 零 ， 不 是 正定 的 . 

4” 定 建 3.2.6 设 DC 蜀 " 转 韭 空 开 凸 集 , ff: D 一 名 ，(x) EEC， 
x) 在 DD 上 是 一 致 加 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 常数 0， 使 Yx> 
二 中 均 有 
yx I Tt Vx yx kl yx .3,2-10) 
例 1 设 G 二 (gi) nx n 对 称 半 正定 拓 阵 ，e= (e190) 了。 


+ Hi + 


斌 证明 二 次 图 数 
fx) x" Gri ex (3,.2-11) 
沪 革 图 数 ， 


证 fx) 一 方 » Ss QiiXXi 二 CT 


= 1 
对 xx* 求 导 得 


只 


f= ( » gisX1 二 > i jc 


T= 三 1 FE 一 下 


二 > 四 十 


再 对 xi 或 导 得 大: 一 goe 因而 六 wx) 的 可 esse 征 阵 玖 (一 各， 而 女 是 
半 正 定 卸 阵 : 所 以 乒 z) 为 止 畏 数 ， 
( 注 ， 帮 为 正定 算 降 ， 则 二 次 隙 数 (3.2-11) 为 严格 黄 阔 数 》 
例 2 该 jp 七 -个 ，x，y 记 0， 试 证 明 . 238 之 工时 恒 有 


是 二 


) < 二 (2 十 2， (3.2—12) 


证 全 Fi 一 让 和， 则 瑚 一 -1 所 以 天 
是 严 畏 上 是 图 数 ， 依 定 艾 式 (3,2-12) 便 成 立 。 

例 3 用) 一 ae Fox 一 ee 23C 芝 ， 试 证 明 集 合 

一 1Xy， M1 (TS (XDA 
六 由 集 . 

证 因为 太一 6 人 0 所 以 矿 (x) 广 凸 男 数 ， 和 根据 定 焉 
3.1.2 f(x} 的 上 图 epi( fi ) 光 同人 ， 癌 理 f(x) 的 上 图 epi(fs 
是 站 集 ， 而 

A=epi(f,)f) epit is), 
大 以 4 为 凸 集 . 


、 92， 


83.3 吓 男 数 的 基本 性 质 


性 后 1 吝 间 ， 据 广 帅 集 CCF 上 的 上 曲 均 数 ，kR1 ;上衣 字 0， 刚 
Ri 十 有 sf 了 世 是 和 二 的 古国 数 ， 
性 后 2 设 7: 三 一 多 为 凸 孜 数 ， 有 9 所 多 ， 则 水 平 集 
L=(f, B= {x |f(x pH} {3.371) 
为 凸 集 ， 
证 设 x，yELtFf，8B),， EC(0，1) 再 令 e2> 0 .于 是 有 
fx)EAB+te, f(y B+e, 
根据 定 兴 3。.1.5 得 : 
邢 (十 (1 一 XDAB 二 es) 十 (1 一 大 久 肌 十 ED) 一 月 十 E。 
令 s 一 0 得 FOXx 二 (1 一 2)3) 委 8， 因 而 XAx 十 (1 一人)JE ECF，)。 
所 以 二 8， 万) 是 凸 集 . 
性 质 3 设 疡 :7 一 加 为 西 画 数 序列 ，R 一 1，2，…， f(x}》 
为 (XY) 的 点 态 极限 (pointiwise limit 》， 邵 
limf,( x)=f(x), z (3.3-2) 


则 天 x 为 山 疼 数 ， 
证 更 x， FEV， Hs 0D 外人 对 坟 ， 使 
fx fpr 0 <AT1, 
存在 se 六 0 使 f(x) 之 HA 一 2， 了 C8)<2 一 2， 岂 式 (3.3 一 2) 知 ， 存 在 
K， 当 肯 祖 天 时 ，f(Cx) 过 4 一 2，f(8) 之 vy 一 e， 根 据 fitx) 的 上 轧 性 


得 
让 十 (1 A 2 Vvh>K, 
因而 
tiAxT A yA Pe 
HAY, 
所 以 所) 为 上 山 虹 数 ， 


性 质 4 设 f.: 广 一 饭 为 揣 谓 和 要， 其 中 EI， 而 1 为 任 一 指标 
集 ， 亲 为 Cx) 的 点 态 上 确 界 
0 (3.3-3) 


出 fx} 是 是 光 数 ， 
证 因为 f(x}) 为 山 阔 数 ， 所 以 上 图 spi(f0) 为 出 集 ， 要 证 明 
x) 为 山 亩 数 ， 只 需 证 有 
epi(f)= {x A |x, 5) EVXR, f(x) Nh? 
汐 凸 柴 ， 而 x) 所 入， 即 
suptf i( x) SN, 


它 等 价 于 六 (zs YICET， 因而 


epi(f)= f | epiCf)。 


提 为 凸 集 epi( 详 ) 的 奖 是 得 集 ， 所 以 信 x) 为 上 国 数 ， 
性 盾 5 设 jf:V 一 如 由 {十 吕 } 汪 正 常 油 遂 数 ， x E 太 六 
和 二 1 


1( Sx BN), (3.3-4) 
i=1 | 站 = 


证 器 1 【用 数学 归纳 法 证 ， 足 ) 

证 明 2 利用 上 x) 的 上 国 epi( 户 ) 

因为 x) 为 同 疯 数 ， 扬 以 它 的 上 图 epi(f) 为 是 集 ， 
Cx fn) Eepi(f)}, 一 二 


于 
> 和 Pi) 


$=1 


部 


六 DS Nx ) Eepidf), 


= 1 t=1 


“ 各 和 


: A 


于 是 得 。 
1( Do) BN), (3.3-5) 


1=a1d 二 上 
推论 1 设 产 妥 一 弛 为 是 国 数 ，x "Ei 二 1， 1 
出 
下 (二 (xz 十 十 xn) jj >, 大 (3. 3- 》 


推论 2 设 f 2 朋 一 光 为 严格 凸 图 数 ，x “在 妇 i 二 1] ，…s 
m， 帮 这 ;个 点 不 完全 相同 ， 则 下 面 的 严格 不 等 式 成 立 


i 1 i 1 - 
ff) (3.3-7) 
= 1 


《 证 有 明 从 咯 ) 
性 腊 癌 ”证 fi:V 一 雪 忆 {十 吕 } 为 正常 耳 沙 数 ，1 二 2， 则 
1 domtfitfs) = dom(fi [ll domtf, ); | 
2 者 dom (fi NN dom (fs) zB Mf (Cx)= ff (x) 
fx) 为 正常 山中 数 . 
证 1” 因为 f(x)，fs(x) 均 不 取 一 2， 所 以 
titx)+fs(tx ef (x +, fx) 


天 面 
domtfti 二 1) 一 domfri 站 domters)。 
2” 担 x，7ET，p PE 过 0<A< TI， 重 
站 < fyl< ry, 
令 2 ps 2 D2 人 靳 织 ， 满 足 
Fx fy t=1, 2， 
sss ?Y= Y, 
国 为 睫 (Cx) 为 是 国 数 ， 所 以 
站 十 【一 和 < 中 (一 上 2 1，2， 
将 上 式 对 守 相 训 得 
生生 和 


本 HP Fi PE -一 一 -一 一 -- 一 - 一 一 一 


f(Axt lh yA (1, 
要 而 fx) 沪 本 函数 ， 
灵 困 8 为 六 x) 不 取 一 ee， 而 且 domt 六 一 domrtr domfrsy 关 
"DD， 所 以 ix) 为 正常 此 函数 . 
性 质 了 7 设 f:E 一 贫 为 非 正 常 凸 欧 数 ， 则 
ffx)=—00, VxEritdomt})), 
证 着 YYxEE Hz 一 才 c 则 命题 显然 成 立 ， 否 列 , 存 在 ae 
上 ， 合 fla) 二 一 号 ，a Edom(f)， 上 骨 设 xEritdom{(f))，x 坟 a 
则 必 存 在 点 YEdom( 了) 与 E(t0， 1 ) 使 
x 二 a (1 一 入 ) y, 
因为 拉 xx) 为 是 隐 数 ， 而 且 fe})<H，Y HE 混 ， 所 以 对 于 满足 fy) 
<y 的 任意 实数 "都 有 
, tix)=1(Aat (li) yA NY 
令 H 一 一 品 即 得 人 wx)= 一 00， 
性 质 8 设 太 天 一 盏 (co 为 非 减 正常 瑟 国 数 ，g: 玉 一 元 为 
4 请 数 ， 峙 复合 国 数 焉 一 六 g):7 一 过 有 1 十 co 为 西 落 数 ， 
证 吝 x，yEV， HY 这 0 之 4 之 1]， 使 
(YX) 一 大 gp Fly)=f( gt yy, 
乒 为 g(x) 是 实 值 下 通 数 ， 所 雇 
gtAxT tl) yg) (1— Ng y)., 
担 为 天 # 韭 减 ， 所 以 
i gasxT TRE Agr) Moy)), (8.9-8) 
得 由 六 #2 的 西 福 得 
fliAgtx)+ (1—N\) ol y)) 
< 让 BC) 十 6 十 填 人 一 和 LE 村 e) 
=—AfC gtx) (1 NF oy)) tz, 
泗 为 其 中 #8 半 0 可 以 任意 小 ， 所 以 
Ag xIT Cl og yOEN gx (1 MF oy)) 
+ 36 » 


CAH ly, (3.3-9) 
由 式 (3.3 一 8 ) 与 <3,3-9 ) 得 
jt ot yy, 
| 
Fix {1— Ny A 1m)?, 
因而 (x) 二 了 了 (ol)) 为 册 孙 数 . 
《 在 天 蕊 为 实 值 非 减 上 函数， 则 证 则 可 以 侧 化 。 》 


*83.4 凸 戎 数 的 连续 性 


本 节 首 先 引 入 消 数 x) 的 下 关连 续 性 的 概念 ， 然后 讨论 阔 数 
的 上 图 epit 了 站 ) 为 闭 集 的 等 价 条 人 性， 最 后 研究 贡 数 的 连续 性 . 
5.4.1 备 数 的 下 半 连 绽 性 

定义 3.4.1 设 有 阔 数 /,E 一 名，a E€， 若 对 于 每 个 k EP， 
< 之 fa)， 都 存在 a 的 邻 域 U， 使 (00D)>k， 则 称 f(x) 在 点 a 下 闪 
连续 《lower semi~continuous ) 

夺 储 集 全 CCE 内 每 一 点 图 数 1(x) 都 是 下 学 连 壬 的, 训 条 f(x) 
往 忆 内 十 半 连 续 . 

定义 3.4.2 设 有 通 数 ,EE 一 弓 ，qa EE， 若 对 于 每 个 h€ 绍 ， 
R 之 f(a)， 痢 存 在 a 的 争 域 U， 使 (OD) 之 E， 则 称 f(x) 在 点 qa 上 半 

痢 在 集合 CE 内 每 一 点 fx) 剖 世上 半 连 续 的 ， 则 称 f(x) 症 忆 
内 圭 半 连续 . 

例 1 设 i， EE 一朗 为 连续 半数 ， 则 了 (x) 琶 是 下 半 连 综 函 效 ， 
又 是 上 尘 连 续 函 数 。 

例 2 设 f:E 一 妆 ，a, bEE, 有 f(a)= 一 2， fH(86) 一 十 co， 
如 f(x) 在 点 a 是 下 半 连 续 的 ， 站 点 858 是 上 半 连 续 的 . 

例 3 考虑 33.1 例 3 中 的 消 数 x}。，f(x) 有 两 个 闻 灶 点 ， 


”和 


一 1 与 1 .f(x) 在 点 x 二 了 工 是 下 尘 连 续 的 ， 不 是 上 半 连 综 的 .fx》 
在 虚 % 王 一 1 是 上 兴 连 续 的 ， 不 是 下 半 连 续 的 。 在 其 它 点 f(x) 既是 
上 六 连续 的 ， 又 是 下 灶 连 续 的 ， 
定理 3,4.1 设 f:E 一 缠 ，、 则 下 列 条 件 等 价 ， 
1” 六 xw) 丰 上 是 下 尘 连 续 的 ，; 
2” 对 于 每 个人 E 理 ， 4 一 TY1Fx) 人 > 是 开 集 ; 
3” 对 于 每 个 入 EE 过，B= 二 {x 1f(x) 志 和 是 闭 集 ，; 
4 epicr) 是 闭 集 . 
证 “1 六 2 ” 设 片 二) 在 已 上 是 下 半 连 经 的 ， 再 设 @E.， 
即 f(ae) 玉 ， 根 据 定 义 3,4,1 存 在 a 的 邻 域 UU， 使 f(D0) 汪 >。 因 而 U 
己 A， 所 以 aEint(4)、 由 a 的 任意 性 得 4 为 开 集 . 
“2 =>3”” 设 A 是 开 集 。 因 为 B=.4, 所 以 由 .4 的 开 性 得 8 的 
闭 性 ， 
“3 琴 4”” 设 B8 是 闭 集 ,再 设 (x 和) Eepi(tf}， 中 一 1，2y 


lim(x'*, Xi) i 


用 反 证 法 证 明 (x，^) Eepi(f)， 稍 若 不 然 ， 即 fx)>X， 于 是 存在 
六 0 使 1( x )> 和 十 & 
由 假设 知 ， 存 在 芝 ， 使 
ED 十 
因而 x € 《zx| yz) 十 eh vk 站 K 。 下 根 据 条 忻 3” 得 
x Eixlflx) 人 Ae} 


即 fx 和 A 二。 这 与 f(x)>% 十 s 蔬 盾 ， 所 以 ( 训 %) Eepi(f)， 
即 epi( 广 是 闭 集 ， 

和 4 地 1 ” 度 epi 六 是 财 集 。 若 片 z) 在 革 一 点 @@ 拭 五 杯 是 证 
学 连续 的 ， 则 对 于 某 个 8 之 f(ae)， 在 a 的 任 一 邻 域 U; 中 都 至 少 包含 
一 成 xX "使 (x*)p。 因此 可 形成 点 列 {x CC， 了 xt) 起 


有 和 


Pr mil 


让， 二 一 G8 一 co)， 于 是 (xz 有)Eepi 六 ， 再 根 施 epi( 了) 的 町 
性 得 (q，B) Eepi(tf)， 即 fa) 月, 这 与 8 之 a) 玫 朱 .所 以 
fx) 是 下 半 连 续 的 ， 
定理 3.4.2 设 f: 一 组 ， 则 下 列 条 件 等 价 . 
” fix) 在 上 是 上 半 连 续 的 ， 
2” 对 于 每 个 入 E 涡 ，A 二 {x| 乓 <)<A 是 开 集 ; 
3 ” 对 于 每 个 大 后 妥 ， 万 一 1x| (x 之 和 是 闭 集 ; 
4” 下 图 (xz，》X) < 委 拓 xx 是 闭 集 ， 
《证 略 ) 
车 乒 zx) 为 连续 性 国 数 ， 则 不 充 超 平面 豆 = 王 fx) 一 x+ 是 了 
的 《 定理 1.5.4)， 阿 用 人 1 之 车 与 1 FU 二 ca 都 是 闭 的 ，{x 
| 六) 人 > 中 与 1 六)<ey 都 是 开 的 ， 因 此 称 前 两 个 侍 合 为 也 半空 
站， 后 两 个 集合 为 开 半 空间 《定义 1.5.2 ) 是 合理 的 。 ， 
定义 3.4.3 设 方 开 一 守 ，aE 瑟 ，1 为 @ 的 邻 域 ， 则 称 下 式 
sup{inf fx) IxEUN\{ea}} 


上 一 


(C3. 4—1) 
称 光 所 x) 在 点 gq 赐 下 极限 ， 记 为 liminf f(x). 
Clinff{tx) xCUONte)) 依 束 于 UU 2 
定理 了 .4.5 设 jf 二 这，a EE ， 则 f(x) 在 点 a 下 羊 连 汪 的 


充分 必 早 条 件 是 
lim in{f f(x) fa) (3.4-2) 


证 必 屋 性 . 设 f(w) 在 点 a 下 半 过 续 ， 而 
lim int fx? ito), 


由 此 得 
Lim inf 上 x) 十 二 (fa) 一 liminf f(x ) f(g) 


根据 定义 3.4.1 存 在 @ 的 分 域 Cr， 使 
+ 893 。 


Bg de mt 


FT)>lim inf f(x)+ » (fa) —lim el 


由 .上 式 及 定义 3.4,3 得 
i i a Sd + (fa) lim pat 


= (f(a)+lim inf f(x)2. 


由 此 得 
lim inf f(x DE a}. 

这 与 假设 兴 盾 。 扬 明 式 (3,.4-2) 成 立 ， 必 要 性 得 证 . 

充分 性 . 设 条 忻 式 (3,4-3) 成 立 ， 而 fx) 在 点 a 不 是 下 尘 连续 
的 。 即 对 于 某 个 8:k 之 fiq}， 在 a 的 任 一 贸 域 U 中 至 少 存 在 一 点 x， 
使 六 xsp， 因 而 

{inf f(x) lx EUN (a) k, > 

十 是 liminf f(x) 二 8 人 fa), 这 与 条 他 (3,4-2) 耶 届 ， 记 以 fx》 


在 点 a 是 下 半 连 线 的 . 
定 灾 了 .4.4 设 4C 王 六， 则 称 


0, C4; 
BA x)=!{ (3.4-3) 


为 4 的 指示 需 数 ( indicater {functiom )， 
定 还 5.4.4 设 4cF 40x) 为 4 的 捐 孙 男 数 ， 则 
1” bu4(xz) 为 正常 是 图 数 的 充分 必要 条 件 是 :4 为 非 空 凹 舍 ， 
2 84(x) 为 下 半 连 续 图 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 4 为 闭 集 ， 
证 1” 必要 性 . 若 54tx) 为 正常 凡 沙 数 ， 刚 它 的 有 效 域 
domtaasi 即 4 为 中 和 集 ， 而 且 不 空 ， 
' 充分 性 ， 右 4 为 非 空 凸 集 ， 则 定义 在 4 上 的 零 值 函 数 f (ix) 三 0 
荐 上 是 函数 ， 国 而 lx) 是 正常 凸 图 数 ， 


。 g0 ， 


下 里 时 


2” 必要 性 .因为 64(x) 是 下 半 连 续 和 的 ， 所 以 根据 定理 3,.4.1 
有 一 14x) [bx) 志 人 是 闭 上 集 . 
充分 性 设 有 4 为 闭 集 ， 对 于 入 ELC0, 十 oo)， {x [Js 一 
用 ， 所 以 fx |8.(x) 所 是 闭 集 .对 于 和 El 一 oo0,0)， fx |54(x) 志 
二 四， 空 集 了 也 起 闭 集 ， 根 据 定理 3.4.1 5i(x) 是 下 半 连 续 的 . 
定理 5.4.5 设 广 瑟 一 家 是 非 正常 凸 函 数 ， 而 且 是 下 灶 连 继 
的 ， 则 
友 交 一 一 co YxEtdom(tf), 
了 而且 dom( 了 站) 是 闭 集 . 
证 阁 1(x) 二 十 co，YWxEE， 则 jdom( 了 有 二， 全 题 显 然 成 
让。 否则 ， 存 在 点 aEdom (ff),。 f(a) 二 一 oo, 假设 存在 点 8€ 
dom( 了 ), 了 (8)E 强 ， 令 以 为 通过 a 与 8 的 直线 ，f(x) 在 宦 线 m 上 的 限 
制 了 | 下 是 凸 的 〈 根据 定理 3.2.1 》 ， 而 且 是 非 正常 的 。 因 为 凸 画 数 
的 有 效 碟 是 目的 ， 所 以 
[ay BCdomtf |m)., 
显然 
‘as 8)Cintt domtf |m))}). 
根据 3.3 性 质 7 (x)= 二 一 0, YYxE(to, b), 这 与 f(x) 在 点 站 
的 下 半 连 续 性 巴 古 ， 所 以 
Hx)=—°, VxEdom(f). 
因为 x) 是 下 半 连 续 的 , .所 以 根据 定理 3.4,1 有 效 域 dom( 了) 
二 4x |f(x) 专 0} 是 闭 集 ， 
5.4.2 凸 函 数 的 连 按 性 
定义 3.4.5 设 f:E 一 缠 ，a EE， 若 带 在 点 a 的 一 个 邻 域 U 与 
MC 这 ， 使 UD)SEM， 则 称 fx) 在 点 a 局 部 上 有 界 . 
定理 3.4,6 设 f:E 一 缠 是 凸 孙 数 ，a EE，f(x) 在 点 a 局 部 上 
有 界 ， 并 且 f(a)&€ 给 ， 则 
1 x) 是 正常 同 孙 数 ， 且 int(dom(f)) 关 加 ， 


-1 : 


2 和 企 intdomtcr) 的 每 一 点 关 二 ?都 是 局 部 上 有 界 的 ; 
3 在 inttdomtp 丰 网 每 一 点 帮 ) 都 是 连续 的 ， 

证 ”不妨 设 a=0 【5 否则， 可 令 t 一 zx 一 4， 将 乒 z) 化 为 Pt) 一 
ft 十 讨论)， 因 为 fz) 在 点 0 局 部 上 有 界 ， 记 以 存在 点 0 的 邻 域 
UE 梁 ， 使 FCO) 志 MM， 因 而 UC domtf). 

1 因为 0EUCdom(f)， 所 以 0E€ int (dom(f)， 因 而 
inttdom( 耻 )) 考 哺 ， 又 因 汐 J) 去 一口 ， 所 以 x ) 是 正常 上 是 国 煞 
《 根据 33.3 性 质 7 ) ， 

2” 设 x' Eint(tdom(tf))， 于 是 存在 和 六 1， 使 x' EE 
dom( 了 1)， 因 为 UU 是 点 0 芍 邻 域 ; .所 以 


we 


是 x ”的 邻 域 .以 下 证 明 在 邻 域 HF 上 f(x) 上 有 和 界 . 
设 xX 亡 HV， 出 存 站 gw， 使 


x 一 xc) 十 ( 1 一 一) 
一 一 一 (hx) 十 ( 1 一 一 一 ) 


因为 在 dom{ 了 ) 上 ftx}) 是 实 值 凸 函 数 ， 所 以 


fx)= 和 一 (Ax) + ( 1 -一 ) ) 


1 中 
Sf + (1 fC), 
因为 fa) 挝 MM， 所 以 x) 所 WW， 上 比 处 
De | {0 ) 1 
出 x 的 性 意 性 得 CH) 志 ， 因 而 六 x) 并 点 x'" 局 部 上 有 和 异 . 


ss 


3” 先 证 明太 xx 在 点 1 是 连续 的 。 设 zeE(0，1)， 因 为 辽 是 局 


0 的 邻 域 ， 所 以 
D= etU[| (0)) 


是 点 0 的 邻 束 ， 春 xcED， 出 二 a 因而 


Tx€EU, —x€EU. 


于 是 
(lx )<m, 1 (~—lx Vy, 
根据 f(x) 的 上 册 竹 可 得 
fn)=i( e {Lx )to— 0) 
< 太一 ) 二 yi0) 
< £NM 二 (1— efi0), 
因而 z 
Hx}— fi0)< et M0)). (C3. 4-—4) 
根据 fx) 的 此 性 可 得 
二 1 
KOO=AiFe*t 14s(—t* )) 
1 万 1 
< THTefz)T TTETI CE ) 
由 Sy 
因而 
He)—f 0 (Mf 0)). (3,4-5) 


* 和 


由 式 (3.4-4) 与 (3.4-5) 得 
fx) —f 0 ectM—f00)), 

因为 8 六 0 是 任意 的 ， 所 以 (x) 在 点 0 是 连续 的 。 因 为 前 面 已 变 
a 一 0， 所 以 jx) 在 点 a 连续 

大 x Einttidom(tf7)，x ”了 0 (CC 即 x 了 半 m )， 则 根据 2"， 
fix) 在 x ° 局 部 上 有 界 ， 因 而 fix" )E€ 咒 .根据 前 面 和 的 证 明 可 得 
f(x) 在 态 x ”连续 ， 

定义 了 .4.6 没 4c《( 赋 范 线性 空间 )， f:E~R, fx) 在 A 
上 歌 实 值 ， 即 六 4) 它 有 吾 。 若 存在 正 数 六 使 去 等 式 

x)—f ey) [KI x 一 > vx yEA, 

恒 成 立 ， 则 称 扰 关 )? 为 关于 4 的 Lipscaitz 算 子 ， 

定义 5.4.T 设 4C 五 ( 赋 范 线性 空间 )，f: 开 一 罗 ， 丰 4) 
滨 ， 冰 对 于 每 个 a E44， 在 在 a 前 一 个 邻 域 U 使 f(x ) 关 于 UN 站 4 是 
Lipschitz 算 子 ， 则 称 f(x) 为 关于 .4 的 局 部 Lipschitz 算 子 ， 

# 定 理 3.4.7 设 匹 为 赋 范 线性 空间 ,7 天 一 过 为 正常 目 转 数 . 
着 fx) 在 玉 的 荣 一 以 书局 部 上 有 界 ， 则 fix) 关于 imt(dom( 让 ) 是 局 
部 Lipschitz 息 于 . 

证 设 gEinttdom7 了 0)), 则 存在 闭 球 Bla; ro int 
(domt 了 )) .根据 定理 3.4.6f(x) 在 Bl(g;ro) 上 连续 ,因而 存在 m,M 
万 表 ， 使 


mx EM, vxEBla, ro). 
设 和 < 7 <70， yt Bia; rs XY | 天 一 入 | A 任 今 


(yx). (3.4—6) 


二 y 十 
央 为 

| 芝 一 在 外 委 玫 和 一 和 | 十 7 一 770 
所 以 六 Bia; ro)，。 如 图 3--3 有 也 示 ， 


”时 


由 式 3.4-6) 得 
Oz—{oTro—r)y— {ro—7)x, 
令 A 二 0/(o 二 ro 一 r+)， 由 上 小 可 和 解 得 | 
y 二 A 二 (1 一 A)x、 


根据 f(x) 的 同性 以 及 x，y，zEBCa; re) 得 
Hy? ET 

于 是 得 图 了 3 
fy mA Hx ENA Mm 


又 因为 
_ 0 zy! lx-yl 
a 5 十 yo 一 7 oro—r < ro—r 
所 以 


fy) fx) < yl, 


在 式 (3,4-6) 中 交换 x，y， 可 推 得 


Fox)—f(y) eh x yl, 
一 


令 并 一 (村 一 儿 )Ayro 一 )9 于 是 得 
fy ofr) KE y—xl, x yEBCe, +), 
所 以 f(x) 关 于 int(dom( 了 了 )) 是 局 部 Lipschitz 管 子 ， 
引 理 ” 设 .A 呈 吕 "是 开 集 ，x""' £4， 则 寄 在 一 个 n 维 单 第 形 S 忆 
本， 且 x Eint(S). 
证 由 假设 可 知 ， 在 在 6 > 0 使 闲 球 B (x"" 8 )C4。 设 
为 纪 " 中 的 单位 向 最 ， 第 ;个 分 量 为 1 ， 其 余 均 为 堆 ， 再 令 


1 | 
RR >, 已 
1 二 二 
了 为 以 se ，…，&89 ep 为 村 点 的 单纯 形 
和 I9 各 


eh -ie ea rh 一 


T=co( eo'’, "ny Ee "ss Ep), 


显然 了 C B (0; £ )。 因 为 


本 epP 十 之 2 

所 以 0 Eint( 下 )( 见 第 一 章 习题 9 ) ， 单 纯 形 5S=T 了 十 x" 包 含 在 
闭 球 五 (x'" ，e ) 中 ， 因 而 SC4， 而 且 xz'Eint(S) 因 为 0 Eint 
CT)). : 

定理 3.4,8 设 产 沈 一 胸 为 后 函数 , 则 Fx) 在 ri(dom( 1)) 上 
的 限制 是 和 连续 的 . 

证 若 jtx) 为 非 正 常 蚂 阔 数 ， 则 

下) 一 一 co VxEritdom(t)), 

因此 ix) 在 ritdom(f)) 上 的 限制 是 连续 的 ， 

设 flx) 为 正常 相国 数 ，x Erifdom 六) ,dim(ri(dom(f 0 
-= 。 根 据 引 理 ， 存 在 一 个 记 维 单纯 形 S=colta”, a ，*"; 
a ), SCri(dom(f)), 而 有 x"" CTriCS) 


上 


设 xE S ， 即 存在 NiZP0， 之 4 一 1， 使 


t=0} 
天 
x 二 Di ,各 各， 
> :下 


-0 
报 捐 f(x) 的 是 性 得 
f(a) > Mfla'™), 
到 
再 令 
M=max{fta DD), f(a MM”), *, filo")}, 
出 


= 0 。 


困 而 大 x) 在 fidomt 丰 7) 上 的 限制 (仍然 是 正常 凸 通 煞 ) 在 x 是 
局 部 上 有 界 的 ， 禄 据 定理 3.4.6 f(x) 在 ri(dom( 了 )) 上 的 限制 在 
Tit dom( 了 的 每 一 点 都 是 连续 有 的 
推论 1 经 上 的 实 凸 图 数 x) 都 是 连续 隐 数 . 
《 因为 rdomCrF)) 一 c 青 ”) 
推论 2 设 f: 级 "一朗 为 凸 隙 数 ，x'""Eritdom( 了)), 则 f(x) 
在 x* "是 下 半 和 连续 的 ， 
证 ”关上 氛 x) 为 非 正 常 廿 函数 ， 则 (x) 二 一 oo ( 见 § 3.3 性 质 
7 ) 因 丽 兵 x) 在 x ?是 下 半 连 续 的 ， 
车 x) 为 正常 凸 函 数 ， 则 了 f(x) 在 ri(dom( 了 )) 上 的 限制 是 连续 
的 . 叉 央 为 Eritdomt 月 )， 所 以 对 任 一 4 过 ， 4 之 fx" 都 
存在 x'"' 的 邻 域 U， 合 . 
U=UN ritdom(f))) UN\domr(r)), 
而 且 
fix) Hi, vxEUfri(tdom(t)), 
jw) 一 十 co vxEU\dom(f)., 
因而 VxEU， 都 Ax)>n， 所 以 (x) 在 x”' 息 下 半 连 续 的 . 
注 提 画 数 F 统 " 一 级 在 ri(dom(f)) 上 不 一 定 是 连 粥 的， 反 
向 如 下 。 设 f: 强 :一 过 世 {十 oo) 
WE 
f(x)={ 
十 se， xi 天 0 
则 ri(dom(f))= {x x 一 0)， YXxEri(dom(f))，f(x) 都 不 是 连 
续 的 ， 


* § 3.5 国 数 的 下 半 连 续 包 : 凸 包 ,下 着 积 


3s.5.1 函数 的 下 半 连 续 包 加 
定 光 3.5.1 设 f,g: 了 一 绍 . 各 gz) 大) "xc 亦 肥 


* 47 » 


epigr) 一 epifr)) 虽 称 orx) 为 所 二 ) 的 绊 函 数 Cminoranty》， 
”定义 3.5.2 设 瑚 下 一 受 ， 则 上 图 为 ep 放 ) 的 函数 称 为 zx) 
到 下 半 和 连 寺 外 (lomer semi-—continuous hull), 记 为 了 ， 由 定 闵 
epi( 了 ) =epi(f). 

定理 3.5,1 设 j:E 一 约 ， 7 为 Kx) 的 下 半 连 续 包 . 则 了 是 
fxz) 的 最 天 下 半 连 续 弱 函数 

证 因为 epi( 了 ) 生财 集 ， 所 以 了 是 下 尘 连 续 药 《根据 定理 
3 了 .二 1)， 

因为 epi( 玉 )=epi(j)， 所 以 了 (x) 志 f(x)， 因 而 了 是 J(x) 的 
珊 函 数 。 z 

设 g(x) 为 (x) 的 下 半 连 续 弱 函数 ， 则 g(x) 志 f(x)， 且 epi(g》 
是 闭 的 。 因 而 
epilf}Cepi(g), 
于 是 
epi( 了) 一 epi() Cepi(g). 


由 此 得 (x} YX). 所 以 了 是 (x) 的 最 大 下 半 连 续 瑞 函数 ， 
定理 3.9.2 变 广 om 好 抱 瑚 ， 了 为 fx) 指 下 半 连续 包 ， 


也 


则 
1” 及 x) 是 下 半 连 续 的 <=>f(x) 一 于 (x) 
2” fa)=min{f(la), lim inf f(x)}; 
3” f(x) 在 点 a 下 六 连续 专 > 了 (a)= f(a). 
证 1” 因为 epi( yy ) ==epi( 了 )， 所 以 根据 定理 3.4,1 得 
.于 x*) 下 半 连 续 <>eqi(1) 二 epi( 了 了 ) 
E> fr) = f(x)y 
因而 fx) 下 兴 连 续 志 >Fx) 一 了 (x)。 
= 得 有 


2" 因为 epi( 了 ) 是 闭 的 ,所 以 f (x) 是 下 半 连 续 的 ， 丁 而 
fonsliminff(x) | ， (3.5-1) 


《根据 定理 3,4,3)， 又 因为 (x) 所 f(x)， 所 以 Ca) 所 fa)， 且 


lim inf 了 (x)<iim inf f(x). (3.5-2) 
由 式 (3.5-1) 与 (3.5-2) 得 ，、 

fF (aelim inf f(x), ‘i 
令 A=minijta), lim inf f(x +, 
划 


f (ap, _ 
假设 f(a)<u， 则 存在 EE 级， 全 (a) 之 和 < 之 4， 因 而 必 存 在 点 a 的 
一 个 邻 域 U， 使 
inf{f(x) lx EUN{a}} 4, 
俏 若 不 然 ， 则 liminf f(x)<h. 与 Hlim inf 克 (天 ) 韦 盾 ， 
另外 还 有 F 产 st， 所 以 
让 
亚 令 1 二 (一 oo，%), 则 Ux 了 是 点 (qa，f (ee)) 的 一 个 邻 域 。 对 于 UX 
7 中 的 任 一 点 (x，Q) 均 有 (x)>a， 因 而 不 属于 f(x) 的 上 图 
epitf = {tx 0) ix a}, 
(a f(a)) Eepi (f)= epi( f ) 
了 矛盾 ， 所 以 了 Ca) 二 4， 即 
fa)=min{f(a), lim inf f(r, 
3” 国 为 | 


F(a)=min{f(a), iim inf f(x)), 


和 


斯 以 
f (a)=~H(a) >lim inf fix a). 
LL 
lim inf flix f(a) 
等 入 于 A(x} 并 点 a 下 举 入 野 ， 所 以 
fx) 在 点 a 下 举 连 续 才 这 (a) 二 (a)、 
例 1 设 函 数 f(x) 由 式 (3.1-7) 给 册 ， 求 f(x) 的 下 半 连 续 包 
fx). 
解法 一 ”六 x 一 一 1 处 f(x) 不 是 下 半 连 线 的 ， 在 其 余 各 点 f(x) 
都 是 下 半 连 续 的 ， 所 以 只 需 沙 上 谍 点 % 一 一 1。 设 这 为 % 一 一 1 的 任 一 
邻 域 ， 则 
lim inf Iix)= suplinf fx)| x EDUN\I—1;!= 1. 


而 (一 1)=2，min{ 1 ，2}== 1。 因 市 根据 定理 3.5.2 得 六 (一 1) 
二 1 ， 于 是 得 f(x) 的 下 半 连 绪 包 如 下 ， 
bil 1 ~ x 1 
Fix) = 一 人， 一 1<x<1l， (3.5-3) 
z * 二 1， i 
解法 二 由 图 3-2 知 ，epi( 了 了) 的 闭 包 
epitf) =epitf) ULe, dd), 
fw) 的 下 举 连 续 包 了 Cx)， 即 以 epi 站 为 上 图 的 函数 ， 就 是 式 (3.5 
EE 
例 2 设 f: 一 妆 定义 如 下 
ftx)=inf{h (x, ,YEB}, 
其 中 BCVFX 为 凸 集 . 试 证 明 j(x) 是 上 图 包含 8B 和 章 最 大 上 是 是 
者 
证 ” 轩 沪 已 经 证 明 fix}) 是 上 图 包含 8B 的 凸 图 数 ( 风 3 3,1 讽 4)， 


* 100 。 


六 以 只 需 证 明 :， 对 于 上 图 包含 如 的 任 一 瑟 图 数 g(x)， 均 有 glx) 所 
Jtx)。 因 为 : 
gtx}=inf{N\ [gtx A}=infiN I(x 有 
Hx}=inf{ti I(x, MAE DB}, 
而 和 县 epi( 二 B， 所 以 gtx) 夺 Hx}。 因 而 x} 是 上 余 包 份 吕 得 昌 
大 山 病 数 . 
定 半 3.5.3 设 1{x) 为 绽 上 网 下 第 同 图 数 ， 加 种 fix) 的 下 半 
连续 包 f (x) 为 (x) 的 闭 包 (Cclosure)， 亿 为 clf(x)， 
定义 5.5.4 设 1(x) 为 品 上 网 正常 同 滴 数 , 洛 clf(x)== f(x)， 
则 慰 fx) 为 闭 凸 库 数 ， 
定理 3.5.3 设 1(x) 为 加 上 的 正 币 上 曲 明 数 ， 训 (x) 为 闭 此 党 
数 与 (x) 下 半 连 续 等 价 . 
证 设 f(x*) 为 团 山 师 数 。 杞 奖 定义 得 
epit f=epi(clf )=epi( f), 
肥 epni( 了) 是 阔 亿 . 由 定理 3.4,1 知 f(x}) 是 下 半 连 续 的 . 
友之， 设 Hx}) 下 准 连 绒 ， 由 定理 3.4 .1 得 epi( 太一 本 因 
而 f =f ， 即 elf 一 f， 扬 以 f(x) 为 闭 油 衣 数 ， ee 
3.5.2 三 数 的 凸 包 ，。 
定 尖 3.5.5 设 o: 一 雪 为 任 一 区 数 ， 则 称 
Hx)=infih |(xs Ercotepi(g))} a 
为 证 数 ox) 的 百世 (conyexz hull)， 记 为 cot 9g), 
定理 3.5.4 设 0: 太 一 顷 为 任 一 画 数 ， sotg) 是 q(x) 的 所 ， 
则 cotg) 是 gtx*) 和 时 最 大 则 忆 孙 数 . 
证 为 gotepicg7) 昌 本 信 ,所 以 由 全 2leoKo) 是 本数, 条 上 
ER 
coC gt x) gx). 
设 X) 为 gtx) 周全 一 些 轮 洲 数 ， 则 my x }, mh 
epith}jepitg)、 因 为 epith) 是 凸 集 ， 岂 以 


时 TO "= 


epitA) Oot epit og))., 
再 根据 cof og) 的 定义 ， LR 
Ex)—=infls lx, ,EepiCn)} 
得 所 和 :eof gx)， 因 出 co( g) 是 glx) 时 最 大 凤 弱 歇 数 
例 5 设 卢 ， 太 :更 一 天 如 下 : 


《加 十 十 72， x 人 (一 co， 必 ): 
f(x)={ 
| (N11)’, x€t[L0, 十 So) 


/ { 已 本 tt—co, 心 ) 
二 一 
(YX 一 1)》2，XCEL0O， 十 co)， 


容易 确定 f(x)， 了 tx) 的 凤 包 如 下 ， 
7 
co(fi x)= 0， xE[—1, 1); 
[Cx—1)?, xE€(1, 二 oo)., 


0 ， 七 (一 oo， 1 ). 
eolfa) = ys, x 1, 十 co), 


5.5.5 下 卷 积 


定义 3.5.6 设 了 5: 瑚 一 鹏 沟 为 是 斋 数 ， 几 称 
inf{A xs MIECepitf)+ epic ogo}? (8,05) 


为 fx) 与 g(x) 的 下 类 积 (infimal convolution), 记 为 (J 口 ogo)(x)» 
到 , i 
flo x)=in{ih itx, MEepitf)+ epi( og)}. 
因为 f(x)，gtx) 均 为 耳 阅 数 ，epitf)，epi(g) 均 为 上 同 集 ， 
epif fy 十 epbifo) 记 是 片 集 ， 所 以 根据 例 2， 下 卷 积 Cf 口 o)(x) 也 二 
册 阻 数 . 容易 证 明 
dom(f Ho)=dom(f}+domt 9g), 
车 fx) glx) 均 为 正常 册 交 数 ， 则 (x)， (x) 的 下 卷 积 也 可 
所 有 如 下 定义 . 


起 


定 兴 3.5,7 设 六 gg: 一 过 出 十 co 为 正 营 凸 二 数 , 则 厂 x)， 
otx) 的 下 着 积 可 定义 如 下 ， 
CfLioCx)—inf{f(x D+ ox Ix tx =x}, 
可 以 证 明 ， 若 fj，g: 一 涡 记 {十 中 } 拘 为 正常 凸 沙 数 ， 则 以 上 
丙种 定义 等 价 ， 
上 上 式 可 以 改写 成 以 下 形式 
‘Cf [lg x%) = inf {f(x— —y) 二 olty)}。 


例 4 没 CCE( 赋 范 线性 空间 ) 为 非 空 凸 集 ，x EE ，Jx) 汪 
上 xt ，8elx) 为 CC 的 指示 函数 ， 则 
dxs C= x)., 
证 d{xs C ?一 jnf 上 xx 一 


=—inft x—y} + y=( d(x ), 


所 以 
d{xy COC)={f D5 (7x), 


*§ 3.6 止 畏 数 的 可 微 性 


本 芹 首 先 讨 论 十 上 的 凸 孜 数 和 的 左 导数 各 导数， 然后 讨论 线 
性 室 闻 六 中 的 上 刷 静 数 和 的 方向 导数 ， 蝴 后 简要 地 叙述 函数 kx) 的 
下 rechet 明 数 与 Er echeit 人 微分 , 
3.6.1 在 导数 与 右 导 数 

定理 3.6,1 设 了 为 综 遇 的 一 个 区 性 一 家 为 时 国 数 , 【dy 
b ] 王 了 ， 则 


1 fs fa 105), YYxt Ila, bl. 


2° fix)—fia) < -二 一 天 (人 < bx 
凌 一 如 b—a b—x 


" 103 + 


YXEt(las b). 
《 符 拓 %) 为 严格 币 通 数 ， 草 以 上 不 等 式 均 为 严格 不 等 式 ) 
证 1” 因为 fx) 为 凸 汶 数 ， 所 以 
FAat MPN a NF ), YA 人 CD 1). 
令 4 一 4a 十 ( 虐 一 4)9， 解 出 1 一 (9 一 x)ACB5 一 0)， 于 是 1 一 1 
一 (YX 一 6 一 5)， 将 这 些 代 入 上 式 即 得 欲 证 . 
2” 由 1" 得 


Fr} a) + i fb) f(a)), 


所以 
tx fo) < Ke)— f(a) 
营 一 好 pa 四 
由 1 还 可 得 
[CHB + Pa)— £5)), 
期 


一 大 [2 Db)—ftx) 
He < ft A 
定理 3.6.2 设 1C 亿 级 浪 一 个 区 间 ， 111 一 廊 为 六 遂 数 ， 则 
1 在 int( 了) 中 每 一 点 c ，f(x ) 的 左 导 数 疡 《ec 和 右 学 - 
数 广 :5 ) 都 存在 ， 而 且 
fF tee (Ce); (3.86-1) 
2 在 int 了) 中 f(x ) 与 f(x ) 均 非 减 ， 
3 wcEintt1)。 有 . 
Hr)fO) FE Nae), VaEl. (3.6-2) 
Hx fte)+ fi te x—e), 怪人 【3.6-3) 
证 1 首先 证 明 在 点 cEjint( 了 》， 六 2) 的 左 导 数 产 (ec ) 和 和 
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右 导 数 产 (2 ) 存 在 ， 
因 交 cEiatr )， 所 以 存在 (6G 18 二，0 之 C 之， 对 于 每 
一 点 xEtorc) 之 CC 之 58 。 很 据 定 理 3,6,1 得 
FORI—Ie) _ fof(x) < fb — fe) 
we 二 全 和 
而 且 当 x ， xX: Eos es YX 时 有 
Fx fc) fixa)— fitc) 

WiC 3 一 " 
因而 差 阐 汞 数 (f(%* 一 ftc /A(x 一 ct ) 非 减 而 且 有 上 尝 ， 
所 以 堪 导 数 窒 在 ， 
fle) fc) 


fte)=1im 
TT CC 
同 理 可 证 右 导 数 产 :ec ) 也 存在 . 
2” 根据 定理 1 ， 着 & < 之 之 qd 之 b， 则 对 于 充分 小 的 正 数 8 
有 以 下 不 等 式 
Ke) 一 fc 一 ace 二 一 Ac) < HD-fde) 
万 


让 


< eH | 


令 2 一 0 得 
fc ,CC Fd Eftd). (3.6-4) 
这 就 证 明了 f_-(*)}，f':( * ) 寺 非 减 ， 而 且 
fief te)., 
3 当 %* 二 0 时， 不 等 式 显 然 成 并 ， 
者 %* 祈 $$， 则 对 于 充分 小 的 正 数 8 有 
ee fe) es Fx) fie) 


He 


开间 三 


令 5 一 0 得 


fe fx I—f(tc) 
一 
由 此 可 得 不 等 式 
大 区 十 
若 x 之 5 ，。 册 
he pre). 
电 此 也 可 得 园 样 结果 。 这 就 证 明了 不 等 式 《3,6-2 ) 。 
同 理 可 证 不 等 式 ( 3.6-3 ) 。 
”定理 5,6.3 设 I 己 澡 吓 一 个 区 间 ，j: 了 一 党 为 凸 图 数 ， 那 么 
1” 洪 (os8)Cintt 了)， 则 fC% 7? 关于 (ay 的 是 Lipscthitz 算 
字 ; 
2” 在 开 区 间 intt 了) 内 ，f'_(% ) 是 左 连 续 的 ，f' .Cx* ) 是 
右 连 继 的 ; : | / 
3” 了 (% ) 最 多 只 能 其 有 可 数 多 个 个 可 导 的 所， 
证 1” 因为 [Las6]Cint 了)， 所 以 存在 C ，dE€1, 使 (a, 
Cinttc，d)， 根 据 定理 3,6,.2， Yax YELasbj; wy 均 有 
fy) ft Ey x), 
fr) yy y), 
由 以 上 不 等 式 可 得 


fx) SEHD THE f(y). 
因为 fr.(% )， 疡 :(# ) 均 非 减 ， 所 以 由 上 式 可 得 
ST f(b), 


今 KK 一 max{ if (a 症 ，1f?_(8 站),， 风 由 上 式 可 得 
»- 06 * 


fw —fx) Ely— x%|, 
vxy ECob]， 上 式 都 成 立 ， 世 以 f(x ) 关 于 [Lasb] 是 Lipschitz 
和 
2” 由 1 得 f 必 % ) 在 intt 了) 中 是 连续 的 ,所 以 对 于 所 有 的 x,z， 
yEintt 7) 2Y， 均 月 


COOH) Ff) 
XY 2 光一 睛 
根据 定理 3.6.? 得 
KHz) fa), 
如 了 忆 


国 而 


LH) lim f(z), 
"YY I 
令 x-*y ， 得 
fC Slim 在 (2z)。 
国 方 六 -人 2 ) 非 减 ， 所 以 了 (20 所.( 23)， 因 而 
lim {-(2)&f-(y). 


lim f-(2)=f-(y), 


这 就 证 明了 左 导数 疡 -(x ) 是 左 连 继 的 ， 同 理 可 证 有 导数 /7 ,(%) 
的 右 连 续 性 . 


3 设 x，2z， yintt 7 了， x 之 zy 根据 不 等 式 (3.6-4) 
得 
JS DSS 

性 f+(% ) 在 点 2 连续 ， 训 
lim fC)=fs 2) lm Fry), 


一 


根据 以 上 二 式 得 

F -2z 3 一 (2)。 
因而 j” ) 在 点 2 可 导 。 由 此 可 知 ， 若 f(x ) 在 点 zz 不 可 导 ， 则 
fC% ) 在 点 z 必 不 连续 。 而 了 ,( % ) 是 非 减 的 ， 所 以 不 连续 点 最 
多 有 可 数字 个 ”因而 f(x ) 最 包 具 能 具有 可 数 多 个 不 可 导 的 局. 

定理 3.6.4 设 f: 霓 一 党 忆 {十 =} 为 正常 号 鸭 数 ， 则 在 f(x) 
的 有 效 域 iomt 了 ) 的 每 一 成 ， 左 导数 人 (x ) 与 省 导数 1,( * ) 都 存 
在 【可 以 是 十 ce 或 一 ce )， 了 出 且 f 人 (xX) ). 

证 ” 爱 上 的 正常 止 函 数 拓 < ) 的 有 效 域 dom( 了 ) 是 凸 集 ， 耽 是 
一 个 区 间 . 者 domtd 了 ) 是 一 个 开 区 间 ，、， 则 由 定理 3.6,2 可 得 要 证 有 
结论 。 所 以 不 妨 设 

dom(f)}= [4, b, 
而 且 只 需 考 虑 在 两 个 端点 & 与 声 的 情形 ， 
困 为 差 商 
Hx)ib) ,Eca, b) 
Xx 一. 
非 碱 ， 记 以 当 x 一 6" 时 ， 它 的 根 限 f.(5 ) 存 在 (或 为 二 co)， 
当 % 六 和 时 ，f(x) 二 十 co 。 园 而 
【《 二 
令 * 一 b+， 得,(6)== 十 so， 所 以 (BF 人 TA6)， 

周 理 ， 产 :C0 ) 存 在 《或 为 一 co 六 (al)= 一 ce， 国人 而 

foe,(0). 


3.6.2 方向 导数 
定 灾 3.6.1 设 了 :太一 二，x0 xEV， fix' ) 汐 有 限 值 . 
若 根 限 
lm 区 十 和 一雄》 (3 6-5? 
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存在 ， 则 称 此 极限 为 滑 数 x) 在 点 x 沿 方 加 x 的 ( 单 边 ) 方 侣 导 
煞 ， 记 为 瑚 (zi Xi 【极限 (3.6-5 的 情 可 以 是 十 中 或 一 
po 7) 

定理 3.6.5 设 A(x) 为 六 上 的 正常 是 申 数 ,f(x”) 为 有 有限 值 ， 
出 

1” vxEy ,了 (x'""; x) 存 在 ; 
2 f(x XX 为 六 上 的 正章 次 同好 数 ， 

证 1” 设 xEV， Pt) 二 了 (x tx)，t 人 夺 雪 ， 轩 注 (x) 为 
正常 上 曲 交 数 ， 所 以 单元 畏 数 %%( + ) 了 世 检 正 常 西 辣 数 ， 且 C0 为 有 
限 值 ，0 € dom()。 由 定理 3.6,4 得 P :( 0) 存在， 而 

fx +tx) f(x 


f(x Kx) im 一 一 一 


TY -时 二 
于 -0 + i 


(x 存在. 
2” 出 定义 3,6.5 知 ， 当 gg 人 0 时 有 


f' (x, ax)=|]im 一 


4 十 由 
尾 了 
一 Clim -lx -十 和 ZX 一 有 
-DO 十 Le 


=af (x x), 
因此 f(x ，x}) 是 正 齐 次 的 、. 
由 六 x ) 的 凸 往 知 ， 和 WE(C0，14)，Wy，ZzEVF 均 有 
f(x yl f(x) 
一 大 CE Ay C(x) x") 
Saftx hy TI of x TA) x) 
RE 
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=alf(x ot ApH x to fr tis)— x)). 
因而 
fx +htayt(1i— es))— f(x ") 
< fx hy f(r") 
+ii—aylftx " zx "  )1. 
两 端 除 以 24， 然 后 令 4 一 中 得 

f' Cx ; Cy FE (x; yO Ce 之 ) - 
所 以 (x x ) 为 下 上 的 正 齐 次 凸 函 数 ， 

53.6.35 Fr echet 微 分 

Fr echet 微 分 就 是 数学 分 析 中 多元 疯 数 全 微分 概念 的 推广 ， 
其 定义 如 下 . 

定 实 3.6.2 设 玉 汶 赋 范 线 福 空间 ，E 为 FF 的 对 候 ， jf:E 
玉 ，x' EE， (x)E 强 ， 若 存在 wuEE， 使 

fex)=fCx? F(x—x la to x—x" 1}, (3.6-6) 
亦 即 

Wes. 
Sy | x—2x ”|| 
刚 称 如 为 Xx) 在 点 x' 中 的 Fr echet 导 数 ， 记 为 Vf(x' "(所 可 称 为 
fix) 在 点 x 的 梯度 而 (x 一 x "|g)》 称 为 fx) 在 所 x 的 
Fr echel 微 分 ， 记 为 df(x""). 

若 函 数 帮 xz) 在 点 后 的 Fr echet 导 数 Vf(x") 存 在 ， 则 称 
fC% 在 点 xz Fr echet 可 要 《简称 可 微 }、 若 x) 在 CCE 上 
每 点 都 可 微 ， 则 称 T(xw) 在 CC 上 可 微 ， 

车 f(x) 为 深 " 中 的 实 孙 数 ，x' EE"， 则 (x) 在 护 x ”的 
Fr’ ee 

F 
Vitx" )= (a a ne 人- 
fx) 在 点 x'* 的 Fr echet 微 分 即 数 学 分 析 中 的 全 微分 


* 1 


曲 


of 
Ox: 


df(x"') = 《Yi 一 1 十" 十 st). 
定理 3.6.6 车: 一 雪 在 点 x 中 EE 可 微 ， 则 (x) 在 点 x'*” 
沿 任 一 向 量 yE 和 五 的 方向 导数 存在 ， 且 
fr; y=—=(y lV x  )). (3.6 一 总 ) 
证 仿 荆 一 基于 出 
1im 2 


,es 


帮工 ?一 大 区 I xx | 台大 六 


jx—x" Ln 
ToylvVi(x =—=(y [Vitx' "(由 式 (3.6-7)), 
于 是 每 ; 太一 (人 


*S3.7 次 梯度 与 次 做 分 


本 节 研 究 有 关 凸 沙 数 f(x) 的 两 个 重要 概念 : 次 梯度 与 次 微 
分 . 

定义 3.7.1 设 了 : 瑟 一 静 为 止 国 数 ,zx 和 五 ,Faxzo0) 和 天 ， 匣 
和 9 使 下 面 的 不 等 式 成 立 

fx/f (xT x a vxEH 

则 牧 w 为 x) 在 点 x 的 一 个 次 梯度 subgradient 》， 

车 玉 二 弛 "， 则 了 (x) 在 点 x' "的 次 梯度 是 统 " 中 的 一 个 向 量 . 

定名 3.7.2 f(x) 在 点 x 的 所 有 次 梯度 的 集 合 , 称 为 f(x) 在 
各 x 的 次 微分 (subdifferertial 》， 记 为 8f(x'》, 

村 9j(x 关中， 则 称 j (x ) 在 点 x 是 次 可 微 的 .着 在 CCE 夫 
每 一 点 x*， 次 微分 9fCx) 均 非 空 ， 则 称 f(x) 在 C 内 是 次 可 徽 的 . 

容易 验证 ， 次 微分 9f(x' 中 是 EE 中 前 一 个 闭 凸 集 ， 
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定理 3.7,1 证 (abB) 一 腔 为 单元 是 函数 , 则 在 《asp) 内 帮 X) 
是 次 可 微 的 。 儿 cc Cos58)， 则 I 
afte)=Lf (ec), ftc)). (3.7-1) 
证 根据 定理 3.6.2 凹 阔 数 f(% ) 在 (op) 内 等 一 点 5 的 并 导数 
fC) 与 右 导 数 f 人 ,5 ) 都 存在 ， 丽 且 
Fx fc)Ff (came) Vaclar 0) 
fix fe fc re) vaxaCtias b) 
所 以 兵 2 ) 在 点 6 是 次 可 微 的 ， 
因为 fC(c)， (6)E9ftc)， 而 且 8f( 6 ) 旦 凸 保 ， 所 以 
(fete), fire Cafe)., (3.7-2) 
设 tE3ftc)、， 即 
fx ftc)F tx—c), vaca 0), 
当 半 之 2 时， 由 上 式 可 得 
六 X)7 一 FC) > 
Xe 
令 x 一 cc! 得 1 (5 ) 字 1 。 同 理 可 得 f (5 ) 委 上， 
内 而 +E LF Cc )，f' (6 ))， 于 是 
[Fe file Hote). (3.7-3) 
靖 合 式 《3.7-2 ) 与 式 《3.7~3) 得 
Bffc) 一 [FIc)y frie)). 
推论 ” 若 单元 凸 男 数 天 % ) 在 点 5 可 导 ， 则 
of(tc}= 1f (ce)}, 
例 1 设 蠕 元 凸 男 元 如下; 
e 3%<c0; 
es XO. 


试 研究 f(x ) 的 次 可 微 福 ， 并 求 次 微分 97( )， 
解 根据 定理 3， 7.1 ftx ) 在 (一 0%， 十 co ) 内 是 次 可 微 的 ， 


{x)={ 


= ]112* 


泊 * 关 人 时 1(%* ) 可 导 ， 所 以 
af(x )={1f (%)}. 
ww 一 0 时 有 所 _(0)= 一 1，f':(0)= 1， 因 而 
aft 0)=(—1,t)., 
《 见 图 3--4, 图 中 a 二 (0,1)”) 


定义 3.7.$ 设 f:E 一 饥 为 四 函数 ，x' EK，f(x'")E 沼 ， 

若 auEE’ 使 下 面 的 不 等 式 成 冰 
fixyEix T(x—x" lu}, VYxCeE, 

则 称 e 为 fx) 在 点 x ”的 一 次 梯度 . 

定理 3.7.2 设 j:EE 一 呢 汶 晤 图 数 ，x'""EEF，f(x "CEC 蛇 ， 
Wow EE 为 1#) 在 点 x "的 次 梯度 的 充分 必要 条 件 是 

fix zx|ln), vxEE. Ca.7—4) 

证 ”必要 性 . 设 wE98f(x' 中 ,x EE，t 之 0 ,根据 定义 3.7.I 
得 1 

fro tix x tex Ia), 
因为 1 之 0， 有 所 以 上 式 可 化 为 


全 :由 1 四， 


信 上 一 0 得 
fx x ua). 
充分 性 . 设 条 件 {3.7-4) 成 立 ， 
而 uaE6f(x' 路 ， 江 必 存 在 
和 五 使 
ftx tf x ix x jn), 
取向 最 dx 一 x 0 < 上 所 1， 根据 其 x*) 的 凸 性 得 


fix td)—f{ix"} 
: 
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a Om TS 


| t 


tx TOF x) fx 0) 
t 
= ft) 
{xix ae)={d lu). 
仿 ff 一 站 得 
下 (一 二 
上 式 与 条件 (3.7 于 4 》 也 盾 ， 所 以 amEaeFx)、 充分 性 得 证 。 
定理 3.7,3 设 六 一 鹏 为 下 国 数 ，j (x) 在 点 x 可 微 ， 
SF) 为 六 二) 在 zl 的 Fr echet 导 数 。 则 Ye) 是 大 二 ) 在 
后 2 的 唯一 次 梯度 ， 即 


3 和 ?一 TV》 (3。7-5) 
证 ”根据 定理 3.6.6， 吕 xxE 百 这 有 
F(x, x)={x IVF 1)). (3000 


由 定理 3,7.2 知 ， WHCx EB3f(x'")， 荷 uE9f(x'")， 赐 由 定 
理 3.7,.2，， XEE 以 下 不 等 式 

f (Cx; (和 |) (3.7-7) 
惜 成 立 ， 由 谍 (3.7-87) 二 《3.7-7) 得 

(xivitx Dx 7” xtE, 
于 是 

(xx 区 9 一))220， VxEER, 
落 zE 五 使 上 上 式 成 立 (zF0 )， 典 用 一 x 民 x 上 式 也 成 立 , 所 以 
YA(x 一 为 0， 则 二 Yj(x"“’)， 于 尽 

Gfx = Vx  )}. 要 

定理 3.7.4 设 F: 瑟 一 加 U1 十 co 为 正常 止 画 数 ，Xo 

domt 了 )， 风 I fx) 在 点 x" 次 可 个 的 充分 必 又 和 条件 是 : 在 点 
{x fx 对 epi( 了 ) 的 韭 慌 直 移 闭 的 支撑 起 平面 存在 . 


+t 了 1 本 ， 


证 ”必要 性 设 fx) 在 点 x 次 可 微 ，uE9f(x"), 邻 B 二 
Cx" [zz 一 天 2 则 五， 
Fix,s MAI={x au)—%=8 (3.7—8) 
张 非 性 直 的 闭 的 超 半 面 【参看 式 (1.5-1)》7》， 且 
Xxx)) 人 有 ,因为 ut 9f(x")， 所 以 
fx x ix— x vxEE. 
对 于 上 图 epit 下) 中 的 点 Cx， 元 ) 均 有 
Flixs MM)—=(x lu)— A a)— fx) 
tx Ia}—ix )— (x— x |u) 
={x "nf " =H, 
国 了 而 严 (xz，4) 扫 有 所 以 万 足下 点 (9 x" 小 ) 对 epit 1 》 的 非 
垂直 的 闭 的 支撑 超 平 面 . 
充分 性 ， 设 五 : 
Flixs A)=(x la) oi=p,， G0 
是 在 点 (xz ， 天 和)) 对 epiC 了 ) 的 一 张 非 每 直 的 闲 的 支 涯 趋 平 
面 ， 趟 妨 设 T(x;4)Eepit 了 ) 丰 等 式 
Fixs MAM)=(x ln)+ op 
齐 成 立 ， 因 为 4 可 以 充分 大 ， 所 以 > 0. 
因为 《xy f(x))Eepitf) ( 设 xE dom(f))， 所 以 


(x |a}t aftx) >, 《3,7--9》 
国 为 虑 人 (X" ， 大 xD) 乓 互 ， 页 
(xz) 二 CR) 一 月 。 (3.7-10) 


由 式 (3.7--9) 与 (3.7--10) 得 
Cx la attr x lu) aftx *). 
由 此 可 得 
ff x +( xx | 】 


蕊 dom( 了 ) 时 ， 上 式 显然 也 成 立 ，。 因 而 关 x) 在 xc 是 次 可 微 : 
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前 ， 而 且 一 一 wu € 8f(x'"), 


次 梯度 的 几何 和解 悦 .， 由 定理 3.7.4 的 证 有 明 可 知 ，f(x) 在 点 
x 的 一 个 次 梯度 ug 对 应 于 上 峰 epi( 了) 在 点 (Fo 的 -< 张 
非 垂 直 的 闭 的 支撑 超 平 面 五 : 
Cx a A=" | 在 ) 一 天生 97。 《3.7 一 1 ) 
《ar 一 工 ) 是 支 洪 超 平 而 五 的 法 矢 ， 单 元 可 微 函 数 Fx ) 在 点 xz) 的 
次 梯度 训 是 切线 瑟 的 射 宰 吕 。 车 f(x) 在 点 x 的 次 梯度 不 崔 一 ， 
则 上 图 epit 站 ) 在 点 Cx 中 ， 了 f(x 中 )) 的 支撑 超 平 面 也 不 崔 一 《参看 
梧 3-4 )， 
由 定理 3.7,3 可 以 大 出 ， 次 禄 度 是 梯度 概念 的 推广 .与 此 相关 
和 的 是 ， 支 撑 超 平面 可 以 看 作 几 元 阔 数 微分 学 中 所 讨论 过 的 空间 曲面 
切 平 而 的 推广 
引 理 设 f:E 一 块 U1 十 吕 } 为 正常 贞 汪 数 ， 
x Eintitdomt f )), : 
H,: Flxy MA)=(xiu)+ oS=p 
为 在 后 人， 天 关 ) 对 epi( 了 ) 的 一 张 闭 的 支撑 超 平 面 ， 则 过 是 
非 垂 直 的 ， 到 c 关 0 . 
证 谋 9 二 88， 因为 态 Cx 天) 竹下， 所 以 (xx 本 ) 一 
2. z z 
不 芒 设 (epi(f)) 守 A 当 xEdom( 站 ) 时 ,点 (x f(x)) 
€epit 了)， 因 而 得 (xt ww) 这 8， 于 是 
(Cx—x "0, vxedom(r). 
议 yEE， 因为 x"Einttdom( 7， 所 以 存在 人 0， 使 
x" teyEdom(ti), x —eycEdom(f). 
于是 得 
ety la >0, ey la) 0. 
择 而 (ya) 一 0，YyEE.， 表明 ww 为 零 值 曙 数 ， 与 玉 为 超 玉 通 蔬 
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请， 所 以 a 才 0. 

定理 5.7.5 设 f， 玉 忆 局 {二 50} 为 正常 眙 函 数 ， 

1” 若 fx) 在 某 一 点 x * Edomt 了) 连续 ， 册 在 肥效 域 
dom( 内 x) 是 次 可 微 的 ; 

2” 车 二 谢 "， 则 在 有 癌 域 tom( 了 了) 的 相对 内 部 fx) 是 次 可 
微 的 ， 

证 1” 因 为 fx) 在 点 x" 连续， 所 以 存在 x 的 一 个 邻 域 上 0 与 
一 个 正 数 k， 合 10) 志 h。 于 是 当 x EU,A 字 kh 时 ,(x, MA) Eepi(tf)}, 
因而 epi《 六 的 内 部 非 空 ，epigr ) 是 一 个 加 人 恒 ， 别 外 还 有 【0 ， 
jx JEbdtepiry 所 以 在 点 tx， 了 f(x") 在 在 一 张 对 
epity 的 非 平凡 的 六 的 支撑 超 平面 五 (由 定理 2.2.3 的 推论 ) ， 
因为 x GEintkdomntr)) 所以 万 是 菲 簿 直 的 《 想 据 引 理 }.. 根据 
定理 3.7.4 jtx) 丰 x" 是 次 可 微 秽 ， 

根据 定理 3,4.6 f(x) 在 dom( 了 内 每 一 点 都 是 连续 和 芍 。、 按 照 上 
面 的 证 明 ，f(x) 枉 dom( 了 内 每 一 点 都 是 次 可 微 的 . 

2 议 xX "Eritdom(f)) ,最 然 (x "fx Erb(tdpi(f))., 
于 是 三 避 (x 3， fx" )) 存 在 一 张 对 epi(f) 的 非 平 几 的 阁 的 支撑 起 
平面 及 《根据 定理 2.2.3 的 推论 》， 用 反 征 法 可 以 证 明 超 平 面 归 是 
非 牌 直 的 。 推 据 定 理 3.7.4 fix) 在 点 x "是 次 可 微 的 .由 x "的 持 意 
性 可 得 : 在 有 效 域 dom( 了) 的 相对 内 部 f(x) 是 次 可 微 的 ， 

推论 ”经 ` 上 的 实 呈 男 数 乒 x) 在 吉 " 上 是 次 可 微 的 . 

《 因为 ri( dom( 了 )) 二 名 *)》 

例 2 设 CCE 汶 非 定 西 集 ，560tx) 为 C 的 指示 前 数 ， 

1” 河 z EC， 则 Bo(x) 在 点 x “的 次 微分 66o(x'") 是 包含 点 
0 的 一 个 凸 锥 

2” 者 x “EintCC), 则 86oCx' "二 {<0} 

证 1” 根 拍 次 微分 的 定义 ，wE98c(tx "等 价 干 

Gor Ox + x~— x a), VxEE, 


若 xz EC， 则 860c(x")= 二 00， 而 上 且 WxXEC 均 有 So(xw) 二 0， 所 以 上 
式 等 件 于 
{xx a0 vw 人 EC 
沽 而 
G60Cx "= {a |x" la 0, vxEC). 
容易 验证 上 面 的 集合 36c(x， }) 满 足 瑟 惟 的 充分 必要 条 和 件 (定理 
1.6.1)， 击 有 0 E8560c(x "), 
2” 车 x Eint(C)， 则 6o(x) 在 x" 是 可 微 的 ， 而 且 Sec(x) 在 
X “的 Fr echet 导 数 为 0 根据 定理 3.7.3 得 Y 
86cfx 0 一 107。 
机 3 设 g: 且 一 过 为 止 画 数 ， 而 且 满 足 $fater 和 条件 ， 即 存在 
XE 织 " 使 q(x) 之 0， 再 设 x 中 E 雪 "使 g(x')=0, 而 
上 一 OCS 0 }, 
K={xl]o (x x)< 0}, 
出 
dntx 一 其 1。 {3.7—12» 
证 因为 gtx) 全 弦 计 的 实 凸 晃 数 ， 所 以 是 连续 的 5 根据 定理 
3,4.8 的 推论 1 ) 而 且 是 次 可 微 的 《根据 定理 3.7.5 的 推论 ) 。 
因为 g(x ) 在 腔 " 上 是 连续 的 ， 所 以 C 是 闭 的 ， 即 C 一 C， 困 为 
gtx) 满 足 Slater 人 计件 ， 所 以 
inttC) 二 {x ol(x) 芝 0 天 加， 
根据 定理 1.4.5 得 
int(C) = 人 C=C, (3.7-13) 
rcad(x )Rh 
Ootfx Oo x Fix a 人 
本 将 x' "人 安 亿 ， 而 昌 
0, xEtC; 


50 aye 
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伯夷 上 面 的 不 等 式 等 价 于 


【六 一 和 0 好人， 了 {3,.7—14) 
侧根 据 @ 的 连续 性 与 式 (3.7-137， 式 (3.7-14) 等 价 于 
Cx—x a 0 VxEintcC), {3.7-18) 


村 而 wu€36c(x “等 价 二 不 等 式 (3.7-15). 
和 yxEintfC)，0， 则 
a x: MX hg Cx xX—x") 


mn 8 FixTx Dox ) 


-e+ i 
lm SC 十 (TI 一世 
lim - 上 


< Lim totx)t (lt or) 


1 1 
一 人 < 
二 而 iCx 一 x，)EK， 于 是 得 
nttiO DO— x "CK, 
反之 ， 若 cK， 芭 g C(x? ;yy)< 之 0， 则 存在 t2>0 使 
gx tiy) g(x") gx "tty) 0, 
1 t 


天 而 gtx ”二 iy ) 之 0。 于 起 x ”十 tyEinttC)， 由 此 得 
ycE int OC)—x"), 
后 呵 
RKC.(intt CI— x ), 
所以 
KRK=HinttC)— x '), 
yetK, 叫 存 在 大 E 天 ，， 六 0， xCinttG), 使 
下 一 站 人 省 一 蛙 1 ， 
哆 而， 治 式 (3.7-15) 成 立 ， 刚 
"了 9 * 


Cy VYyEK. (3.7—1i6) 
车 上 式 成 立 ， 也 可 推 得 不 甸 式 (3.7 一 15)。 因 而 这 两 个 不 等 式 等 价 。 
于 是 得 
uCodx’ )>utKk'". 
因而 
dex 7) 一 下 


定理 3.7.8 设 F 开 一 邢 为 丁 函 数 ，xoE 巨 387xo 二 
> ， 测 x) 在 x "的 次 微分 不 空 ， 而 且 
OF =O x °). 
《 册 次 视 度 的 定 浆 直接 可 得 ) 
定 更 3.7.7 设 矿 ， 六 : 瑟 一 费 U{ 十 om } 为 正常 止 函数 ， 则 
Of 1t x Taf tx I fF 十 六 vxEE,. (3.7-17? 
证 让 xEF, uteol(tx), UEafs{x), 且 
fy xT yy— x) vyEE: 
ftp fx yy— xv VyEE, 
将 上 面 二 式 相 加 得 
FF 于 下 于) 十 (一 和 | 下 十 交友 吾 。 
因此 utoEeEar ti tx), Bk 
BF fx 十 BFfofXDOCGCF Tf xr), YXxEE. 
法 当 8f1(x) 二 十 ，9f:(x) 二 二 时 红 十 ff Mx} 可 能 不 是 空 
集 C 见 枫 4}， 因 而 式 (3.7-17) 的 反 包 含 关 系 不 成 站 
例 4 设 有 两 个 正常 凸 琢 数 六 ， 了 fs 如下， 


十 co YX< TD 
二 
人 YET 。 


A le XE ; 
eo, > 人 0 
试 确定 次 微分 8987100)，3f30C O01 十 fo (0). 


* 2 和" 


f (xy 0+ ox FE 
邦 不 成 立 ， 所 以 次 微分 3f1( 0 )= 二 同样， 次 微分 0f:(0) 三 外， 


0， 二 仙 ， 


(下 十 和 Kx 一 人 , 
a 


对 于 和 任何 实数 a， 不 等 式 
(十 Fair 十 fID 了 CC 
都 成 六， 所 以 吕方 十 产 并 0 一 组. 
例 4 开明 下 面 的 等 式 
GF 十 fo Yrx)=of (x) Tafet x) 
在 一 般 条 挤 下 不 成 立 ， 仪 在 一 定 条 件 下 成 立 . 
定理 3.7.8 设 太 fa ， 瑟 一 过 (十 oo 为止 各 凸 一 数 ，x 七 
domegr iD 站 domera)， rs) 在 xx 连续， 则 对 于 domtr 1 
和 omt 了 s ) 的 每 一 点 x 都 有 
AFT fx) Fx) TO (xX), (3.7--18 ) 

证 设 x ”domtf, [| domt(fs), 先 证 明 
GCF tie xr of (x) of tx" ). 

吝 utafitfo x 0) 令 gi 9g2:1 一 党 Ut} 如下 
gitx)=fitxi+ x DO—ftx (tx) vxtE; 
gtx)=fatxtit x f(x ), vxtE. 

可 以 验证 g,，gs 在 上 都 是 正常 此 涟 数 ， 面 且 上 其 有 以 下 性 质 . 
dom( gi1)=domtfi})— x "’, 
dom( ga )= dom{fs 1 一 了 0 
站 区 C3.7—19) 
yt0) = ga(0 = 0 . 

峙 为 六 5(x) 在 点 xz 1 是 连续 和 的， 而 ww 是 连续 和 的， 所 以 gi(x) 站 点 
XxX 二 XxX “一 x 是 连续 的 ， 
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A=\i(xs AM) loitr EA}s 
B={(xs ME gs (x). 
4 一 epigogi) 是 中 集 ， 国 是 回 辆 数 一 g25E) 罗 下 册 ， 四 而 也 是 五 集 。 
显然 ，-4， 耻 均 非 空 ((C0，0)E .41] 廊 ， 因 为 qi(x) 在 x ?， 是 连续 的 ， 
所 忆 
Cx glx + 1 tint(tAd). {F720 
因而 iatt4) 关 中， 几 反 证 法 可 以 证 勒 
inft 4) 人 1 晤 一 也 
稍 营 不 然 ， 存在 Cy，a) Eint(tA) 门 B， 四 存在 8 法 0， 使 ( ¥,a 一 2》 
4 4， 因而 
V1( YEA £80, 
由 (3，2)€ 8 得 a 志 一 gzs(y)， 寺 是 得 不 等 式 
gy oy 0, 
上 式 与 不 等 式 (3。7 一 19) 耳 持 ， 因 而 有 
inttA71| B= D, 
根据 定理 2.2.2 EEX 泥 中 存在 一 张 分 离 4 与 8 的 闭 超 平 而 太 , 不 
和 妇 将 超 有 乎 而 五 写作 
Cx iv) ah=p, 
其 中 (pv， ayEC(X 理 ) ,而 自 (v， oO0, 07. 
不 妨 设 
(x oa Vix, EA. 
(x lv Tap, Yix, EB. 
因为 (0，0)€4 由 8B8， 所 以 A= 0 。 因 为 Yh>0，(0，h})EA, 记 
以 Gas20， 可 以 证 明 c 关 0 。 依 若 e 一 0 ， 出 
(x lp 0, VxEdomtg); 
(x lo vxEdom(g)}, 
因为 x 于 =x 一 x 中 属于 dom( gi) 站 dom( gs)， 所 以 (x o> 
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出 


二 0 ， 因 而 (x ?，89(xz2) 二 1) 五 。 然 而 (xz ”，g(x ”) 十 1 ) 是 
4 的 内 点 由 式 (3。27-90) 基 )， 这 与 五 分 腐 才 与 召 矛 肝 ， 所 以 < 关 0。 
于 是 am 0 . 


旗 w= Tv, 出 (x Jw)=(x ay) 


当 x Edom(t gi 7) 时，(xws Vi 人 Ca 因而 
(x lv) ag(xr) 0. 
由 此 可 得 
XE) — Cx lw), 
当 xEdom(g1) 时 ， 上 式 显然 也 成 立 . 再 根据 gtx) 的 定义 得 
fitxtx fix) Fx i), YxED, 
骨 理 可 得 
fotx tx fx Tx lw), VxEE, 
因而 uw 一 w C6f1(x'"), ww Coftax )， 于 是 得 
u— (au—tw) tw Ed x) tof (x "), 
所 以 z 
dcfit fo) x IC Cx Tor a? ). 
报 据 定理 3.7.7 上 式 的 反 包 含 关 系 也 成 立 ， 于 是 
ot 二 fo Cx = Cx Hor ) 
对 于 有 限 维 情形 ， 定 理 3.7.8 中 的 条 件 可 以 放宽 ， 
定理 3,7.9 旋 太 if: 理 一 表 吕 (十 oo 光正 篆 凸 了 数 ， 而 县 
rikdomgf [frit dom(f; ) 关 古 ， 
则 
Gf tf Nx) (x tof(x), VxEw", 
证 仿 定 理 3.7,8 的 证 明 进 行 ， 及) 
虽然 定理 3.7?,9 的 条 性 比 定理 3.7.8 的 条 人 忻 弱 ， 可 是 它 仍然 内 豪 
充分 的 ， 不 是 必要 的 ， 请 见 下 机 . 
全 5 设 广 ，f 如 下 : 
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十 co，x< 0 LE 
f(x)= 
已。 X00 生 


a Li 


fa a 


试 确定 次 微分 3f1Cx)，6f2Cx), (Cf 十 fF)(x). 

解 1” 尘 x 汪 0 时 ，f 1(x) 可 微 ，f 1 (x)= 二 e” 所 以 

aftx)= {ey}, 

和 x0 时， 开 (x) 二 十 mw， 而 fC0)=1， 所 以 任何 实数 a 都 不 
是 f(x) 拘 次 梯度 ， 

在 3% 一 0 处 ， 对 于 任何 实数 CE (一 ，11， 泵 等 式 

fy fF.(0) + (oy le) yyE 理 

痢 成 立 ， 而 汝 > 1 时 ， 上 面 的 不 等 式 不 成 立 ( 见 图 4-5). 因而 
Sf1(0) 二 (一 9，1)。 综 上 所 述 得 


| Pp s 0 ; 
(x)=1(—00, 1], “=0; 
| { } s > 人 0。 
2” 仿 ] "可 得 


| ” 之 0; 

8 (CX) = (—1, +o), x=0,， 
S$ ， >0, 

3 下 (xz) 与 fx 的 和 如 下， 


站 xX 二 0.， 


(ftfs a) = 


- 二 co， x 到 人 0， 
图 3 XX) 十 了 (x) 的 次 微分 如 下 . 
， X= 人 0. 
af + fs (x)={ 
Dy X00， 
注 ”对 本 此 便 
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rifdomtgrf 站 rigdormnt Fa 一 古 
定理 3.7.94 的 和 人 御 没有 满足 ， 热 而 以 下 等 式 
Btfit fe (wx) =0f (tx) of (xis 可 


成 站 ， 
S38 Jensen 不 考 式 与 Hadamard 不 等 式 


与 西 辫 数 有 关 的 不 等 式 很 多 ， 本 上 节 将 研究 两 个 重要 的 不 等 式 ， 
并 介绍 其 应 用 . 
5.38.1 Jensen 不 等 式 

在 和 3.3 中 所 并 到 的 不 等 式 (3.3-4) 称 为 Jenasen 天 等 式 ，Jens- 
eu 不 等 式 有 多 种 形式 ， 式 (3.3-4) 是 一 种 特殊 形式 ， 下 而 研究 积分 
形式 的 Jensen 不 等 式 . / | 

定理 5.8.1 (Jensea 不 等 式 ) 设 f(x) 为 区 间 I 上 的 实 什 连续 
户 晴 数 ， g: [a， 冲 一 了 是 逐 段 连续 图 数 ， 至 多 具有 有 限 多 个 第 一 
类 疗 斯 点 ， 则 以 下 不 等 式 


(ga .9 0d) gi | fg)de (3.8-1) 
成 站， 
证 大 g(t) 在 La， 有 上 为 常数 , 则 式 (3.8-1) 显 然 成 立 , 车 gl?) 
不 是 常数 ， 令 
1 [s 
n=-gta | ,gid (3.8~2) 


则 亡 €intt7 了 )， 由 f(x) 的 西 性 可 得 ，f 了 (wx) 在 点 p 的 右 导 数 f,(p}) 存 
在 ， 而 且 以 下 不 等 式 成 立 
fri pt fi p(x—p), YXET， 
在 上 上 式 中 令 % = 二 glt) 得 
HotD fF pf (po)— ps vtEla, a. 
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将 上 式 两 端 在 区 间 [La， 有 站 上 积分 得 
| fo Vd p(B tf p)| | giat— p(B~o)| 


—/f(p lA— oa). 
将 上 式 两 端 除 雇 8-a 即 得 不 等 式 (3.8-1).， 
推论 短 失 3 为 区 间 了 上 的 守 值 站 男 数 和， 和 人 丰 1 一 1， 
gy 0 二 下 十 和 二 1， 则 


{( Ds < 六 和 (xD (3.8-3) 
Ff=1 站 二 二 


此 未 等 式 即 式 (3.3 一 4)， 在 83.3 中 已 用 其 它 方 法 证 得 ， 若 令 
a 0, A=1, to=0, 二 一 丰 - 十 大; 四 [= Fe (Ei le 
二 3 .8 了) 化 为 式 (3.8~3).， 和 

注 若 f， 一 皆 为 严格 昌国 数 ，xi: E11 i 二 1， 一， 不 完 
全 相等 ，X>0， 并 且 X 十 十 An 一 1 ， 则 惧 下 严格 不 等 式 


( py hi )< py Mtl ms) ， (3.8-4) 


成 立 ， | | 三 1 
{ 上 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ) 
3.8.2 Hadamard 不 等 式 
定理 3.8.2 (Hadsmard 不 符 式 ) 设 玉 %) 为 区 间 [0, 总 上 的 
” 实 值 连续 目录 数 ， 则 以 下 不 等 式 
f(a tft6) 
2 


人 < L | Foadx< (3.8-5) 


ba 
成 立 ， 
证 1” 油 为 入 x) 为 本 疯 数 ， 有 所以 《根据 定理 3.6,1) 有 不 等 
式 


i) E+ Eb), VELa, b). 
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:将 上 式 两 端 积分 得 


8 出 
[feware EE lowdx + FE | .xz 一 odz 


= 2 
病 闻 除 以 6-as 得 


(3.8-6) 


2” 在 Jensen 不 等 式 (3.8-1) 中 ， 取 a 二 a， 有 一 5， gtt)=t, 二 


是 得 
"1 
1 
狂 即 
f (te) < 一 二 一 | faz ， | 3.4-7) 
妊 合 式 (3。.8-6) 与 3。8 一 ita, 8—5). 
3.8.3 应 用 


算术 平均 一 几 箱 平均 不 等 式 症 几何 规划 的 站 大 ， | 为 eee 
等 式 的 应 用 。 首 先 研 究 其 基本 形式 . 
定理 5.8.35 ( 哲 术 于 均 - 吼 何 于 不 等 式 ) 设 cl，… ae0y 
和 > 0， 和 于 … 十 Xu 1 ， 则 以 下 不 等 式 - 
Ee Se (3.8—8)» 
tcl1 加 
成 立 . 当 昌 仅 当 所 有 的 wu 全 等 时 ， 不 等 式 (3.8-8) 化 为 等 式 ， 
证 1° 因为 指数 函数 exzp(z) 一 6 是 四 函数 ， 根据 Jensen 不 等 
式 (3.8-3) 得 J 


a 


exp ( > lne ]< Niexp(tlno)， 13.8-9) 
t=1 


化 简 后 即 得 水 等 式 (3.8-8). 

2” 车 qj 宇 gs 二 二 gs 央 式 (3.8-8) 了 两 端 都 等 于 a: ， 所 以 
式 (3.8-8) 北 为 等 式 . 

因为 指数 国 数 exp(x) 是 严格 后 国 数 ， 所 以 老 0 不 完全 相等 ， 则 
不 等 式 (3.8-3) 应 为 严格 不 等 式 (3,8-4)?， 因 而 不 寺 式 (3.8-9 ) 也 是 
严 禾 不 牧 式 ，。 于 是 式 (3.8-8) 世 是 严格 不 筹 式 ,由 此 可 和 ， 洛 式 (3。.8 
8) 是 等 式 ， 必定 是 所 有 4 都 相等 。 

扒 论 车 0iD0， 思 人 2 多 1，…，H 则 

031 a <(- 2 a 证 {3.8—10) 
其 中 p= pp) tp dl 当 旦 权 当 所 有 的 ao 都 相等 时 上 陈 化 为 等 
式 . 

证 令 h;= 二 pi/fp， 二 0 并且 i 十 十 ,二 
1 。 了 于 是 不 等 式 (3.8-8) 成 立 、 用 pi;/p 代 其 中 的 :得 不 等 式 


1 | 3 


(Tlar)< > a is 


t=1E ' t=1 


将 上 式 两 端 备 取 对 数 得 示 等 式 


11n( [ 人 | » 
=1 


§=1 


三 a )- 


In( [ a Pi )<ta( » bio, ). 
| 


= 1 


将 上 式 两 端 去 对 数 即 得 示 等 式 (3.8-10). 
作 流 Hadamard 不 等 式 前 应 用 ， 证 明 下 面 蛙 汪 理 ， 
定理 3.8.4 设 乒 x) 汶 闭 区 间 [(c， 的 上 的 连续 丁丁 数 ， 则 国 煞 


* 下 了 入 


由 此 可 得 


Fox)= 上 (CDdt 一 (x 一 有 -32 (3.8-11) 


在 1a， by 上 非 减 ， 
证 ” 设 o 志 :xi 之 xz 入 5， 则 


Xa 
FXs) = | f(t)dt—(xs—a)f( 0), 
吕 


| 
ee 党 中 好 
Fx! »= | {tdt—(Cwi a)f( 让 
将 世上 二 式 相 减 得 
1 
Fgs )— Rt) = | fdi—Cx— of( te) 
Xx " 
a Ria 
十 Kx%， HS). 这 
根据 日 adamard 不 等 式 (3,8-5) 得 


日 - 
| eax mz ) f(s). 
1 


根据 (x) 的 同性 得 
xata No pf aa, 3 十 X Ka Tay 
f( 2 ) 人 aa 一 性 J 澡 Eo 2 


< 和) 
(xs ?RX Cx (tx) A( 2 ) 


= 0， 
斯 以 严 Cx) 在 [e， 的 上 非 减 . 
= 120» 


在 数学 分 析 中 有 一 个 定 积分 性 质 《 全 和 值 不等式 ) 如 下 : 
若 了 ix) 在 了 闭 区 间 [a， 站 上 连续， MM, i 分别 为 了 Ox) 在 La， oF 
的 最 大 和 值 与 最 小 值 ， 则 
mp—a; SE | fordx< Mb—a), 
亦 即 


M1 < 


自 
= | iCxdx 人 NM, (3.8—]2X 


b 
车/x ) 为 凸 男 数 ， 则 可 用 式 (3.8-5) 代 起 上 式 ， 
例 误 岛 击 下 式 给 出 ， 话 知 计 它 的 值 ， 
Q=+1 | vi I 
解法 一 ”因为 函数 f(x ) 一 2 于 IT 在 闭 区 间 (1，5) 上 的 最 
小 值 与 最 大 值 5 取 由 位 小 数 ) 分 别 为 
m= 2 T14142, 
M=v626 225,0200, 


所 以 按 昭公 式 (3,8-12) 得 
1 .4142< .25.0200, 


部 
QECIA142, 25,0200}, 
: 解法 二 ”因为 
Ec .人 六 一 xe Bx? 
1 Ax 十 1 : Cl) 0 


所 以 了 了 (x) 二 vx! 十 1 在 (1，5} 上 是 连 续 的 晤 隙 数 ， 


i (1 )=v3+ 1 = BN9.0553, 
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| SHRSN— 1 (V2 + 9 13。2172， 


- 按 adamard 丫 等 式 (3.8-5) 得 

9.0553<Q<13.2172， 即 QE[9.0553，13。 9172] ， 

比 蒋 ” 按 居 值 不 等 式 (3， 8-12) 所 得 区 间 的 长 讼 为 
di=25.0200—1,4142=23,6058,. 

要 Hadamard 不 等 式 (3.8-5) 所 得 区 间 注 长 度 为 
WN 0553= 4,1619. 


: di <1/5, 
.由 此 可 见 he RN 
了 - 题 : 
1。 设 CCV，f，C 一 和 为 同 冰 数 ， 试 证 明 有 效 氏 dom( 耻 ) 为 


- 熙 集 . 
2。 设 f 二 x: 十 1， fs 一 e?*，) A ,Sup, tf 人 
1” 试 拉 给 天 xx 的 图形 | 
2” 试 证 明 epifi) 为 熙 集 ， 
3， 没 ACV Xx 贸 为 凸 集 。 斌 证明 
z ftx)=suptA ltx, A)E.A} 
为 外 函数 ， 且 f(x) 的 下 图 包 食 4. 
4 设 1(X) 为 线性 招 扑 空间 巨 上 的 连续 正常 串通 数 , hE 统 ， 
A= {x [f(x A}, B= {x f(x ) < A}, 
试 证 明 ， 宪 8 到 硬 ， 则 intt A)= 8. 
5。 设 1(x) 定 义 在 凹 集 DC 过 "上 ，x'，x" 三 门 . 
PE = tx it)x’), £€EL0, 1) 
则 
1” 了 (x) 在 上 凡 集 DI 上 为 蔬 函 数 的 充 要 条 件 征 .Vx zy cD, 
单元 图 数 8 人 7) 在 区 间 [0，1) 圭 均 为 凸 函数 ， 
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2” 车 YXx 不 x'，$(+) 在 [0，1) 上 为 严格 喇 函 歼 ， 风 f(x》 
在 石上 为 严格 凸 函 数 . 
6。 设 函 整 9， 过 "X 深 一 震 为 连续 末 数 ， 且 YE 二 ] ， 吗 
数 P(x， 关于 x 是 同 羡 数 , . 试 证 朋 孙 数 


f(x) = {vox, tdfi 关 :天 


为 此 晃 数 . 
#7 -ee 车 和 x，x' 区 了 的 有 


/ (2 - Cif) tw) 


则 称 f(%) 为 次 皮衣 数 〈 或 中 点 目 函 数 ) . 试 证 明 ， 着 x) 为 深山 
函数 和 而且 连 续 ， 则 F(x ) 为 目 函 数 。 
8 设 函 于 


{ x XD.: 
x} 二 
2Y% 二 1， XxX， 


1” 描绘 fx) 的 上 图 epi( 站); 
2” 求 1(x) 的 下 半 连 续 包 了 产 (x); 
3” 求 f(x) 的 频 包 cot 了) 
9。 设 FC 过 为 一 个 这 间 ， 了 了， 一 需 为 四国 表 ， cE int(7). 斌 . 
证 明 f(x) 在 感 c 的 右 导数 1 ,Cc) 存 在 ， 而 且 以 下 不 等 式 成 立 
f(x)f: e+ Ce x— c), YaxtI, 
10， 设 
%z 一 2X 十 1 ， XQ: 
fx)=—{ i 
e . s X00, 
试 求 六 -Cs)， 产 :0X) FOO0), FO FOLEY, FC). 
11。 设 j(x) 间 上 汗 ,， 试 求 
1” fx) 在 点 x 二 0 的 次 微 季 9 了 00)， 
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2。 f(x) 在 任 一 点 x 的 次 微分 , 
12。 设 f(x) 同 习题 10， 试 写 出 f(x) 在 点 c= 二 (0，1)" 对 上 图 
epi(f) 的 一 张 闭 的 支撑 超 平面 ， 在 访 点 支撑 超 平 天 是 否 唯 一 ? 
#13。 设 廊 ， 六 :更 一 过 U{ 十 m}) 均 为 正常 西 通 数 ， 而 且 
rifdomgi 3 站 rdomgra 关中 。 
试 证 明 : 
Bf tf r=0f. C(x) 0 (x), vxER"， 
14。 设 了 ， 了 一 过 为 严格 凸 通 数 ， wiEls i=l i 
元 完全 相等 ， 和 >0， 并 且 和 ,十 … 十 一 工 ， 试 证 骨 以 下 严格 不 等 
式 成 让 


f/f( > pe ey Asf( xi) 
= 1 
15。 td 试用 Hadamard 不 等 式 估计 有 证 
积分 | fix)dx 的 值 . i a 
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”第 四 章 西 ` 规 划 


本 章 首 先 介绍 有 关 凸 规划 的 一 些 基 本 概念 ， 然 后 讨论 凸 函 数 早 
航 值 与 凸 规划 最 顶 解 的 充分 必要 条 人 忻 ， 


Sa 1 基本 概念 


定 光 4.1.1 各 5 性 静 "为止 党， 站 2) 为 5 上 的 凸 国 数 ， 则 下 述 - 
问题 : | 
(CP,) min z— f(x) (4.1-1) 


称 为 凸 规划 【coavex programming 》， 车 f(x ) 为 严 祝 凸 画 数 ， 
乔 CCP,) 称 为 严格 凸 规划 . 
f(x), xES; 
too, xES. 
则 5 上 的 应 画 数 (x) 民 开 拓 为 骂 " 上 的 正常 凡 陪 数 F(x)， 因 而 上 同 规 | 
划 ( CP) 等 价 于 无 约束 问题 
minF(x). (4,1-2) 

省 在 统 上 x) 为 出 了 数 ，gj(x) 为 四 函数 ， 有 C(x) 为 仿 射 菠 

类，j 二 了 ，…*， ps 1 1 1, 天 数学 规划 


全 F(x)={ 


min =f(x), (4.1-—3) 
{MP) 让 六 和) 一 人， 1= 1, "+ (4.1-4) 
gx j=1, ", p (4.1—5). 


就 是 凸 规划 ( 容易 验证 (MP) 的 可 行 域 是 吓 集 )， 
线性 规划 是 凸 规 划 的 一 个 特例 . 
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定 党 4.1.2 设 5 性 第 "为 (MP) 的 可 行 域 ，x*€5$. 天 
fox ix), YXxES, 《 4. 1—-6) 
则 称 x* 沟 (MP ) 的 总 体 最 优 解 (或 总 栖 极 小 点 ). 

定 流 4.1.5 设 SC 人 为 (MP) 的 可 行 域 ，x ”ES5S、 若 大 在 

XxX” 的 一 个 邻 域 上 器， 使 
大 vxESNU, (4.1—7) 
出 称 x， 沪 CMP) 的 局 部 最 优 解 (或 局 部 极 小 点 ) . 

硅 式 《4,16)、(4,1-7) 中 的 不 等 式 为 严格 不 等 式 ， 则 x 
xz 分 别称 为 斤 x) 约 严格 总 体 拆 小 点 与 严格 局 部 裤 小 点 ， 

仿 玫 可 以 给 出 拓 z) 在 5$ 工 的 总 伍 极 大 点 。、 局 部 极 大 点 的 定 僚 ， 

最 然 ，fix) 的 总 体 极 小 点 也 是 x) 的 局 北极 小 点 。 天 二 ;的 总 
体 极 太 点 也 是 x} 的 局 部 极 坟 点 ， 

定 半 4.1.4 设 x* 是 (MP) 的 可 行 点 ， Ea 训 
称 约 束 gj{x) 守 0 在 点 x''’' 是 起 作用 约 束 或 有 效 约 束 ( active co 一 
ustraint )》 。 

在 可 行 点 x(02， 等 式 约 点 hx ) 一 0 都 是 起 作用 约束 ， 
定 迷 4.1.5 设 f(x) gx)EC!, 1 一 全 7 一 1， 
“1 A 若 在 * 起 作用 的 东 的 梯度 

VYhCx 1 ), ?二 1，:--， 功 ， 
VGN) RS 
线性 无 关 ， 峙 称 x45 沪 约 上 刘 (4.14) 与 4. 二 5) 的 正则 点 (regut- 


ar point > ， 


$ 4.2 四 贸 数 的 极 小 点 


”道理 4.2.1 行 S 毛 胸 为 凸 集 ， jx ) 为 定义 在 S 上 的 襟 值 凸 卫 
激 ， 则 jx 2) 前 任 一 局 部 极 小 点 x'“ 必 为 fx} 的 总 体 极 小 点 . 
证 设 x*” 为 作 x) 的 局 部 极 小 点 ，z 海 5 中 任 一 卓 几 存 在 


* 于 号 5 


x'" 的 郎 域 器， 对 于 SN 人 NU 中 性 一 点 y 剖 有 f(y) 守 fix'") ) 
当 A4EC0，1 0) 充分 接近 于 1 时 ,Ax' 二 (1 一 iYxESNU 
因而 , 
i{Ax' (IA ix ), (4.2—]) 
再 由 f(x) 的 同性 得 
FAx' Ax)EACx + lA)Ix), (4.2-2) 
由 式 (4.2~1)、 式 (4.2-2) 得 
fx EA x Ti fr). 
由 此 可 得 fx) 之 /57》 因 汶 x 是 尾 意 的 ， 所 雇 x'" 为 fx) 的 
总 体 极 小 后 . ; 
定理 4.2.2 着 $C 绵 为 是 集 ，f(x) 为 定义 在 S 上 的 实 信 凸 证 
数 ， 则 fx 的 全 部 极 小 点 组 成 凸 集 ， 
证 设 x* 为 Fx) 的 任 一 极 小 点 ， 极 小 全 为 产 = f(x*). 
fxz) 的 全 部 极 小 点 组 成 水 平 集 
LF, fF*)={x xES, fx)<Cf*} (4.2-3) 
而 水 平 集 L( 了 了， ) 是 凸 集 ， 所 以 ix) 的 全 部 极 小 点 组 成 凸 集 ， 
定理 4.2.35 设 f(x) 为 凸 集 SCC 训 " 上 的 实 值 严格 山 函 数 ， 人 
小 点 存在 ， 则 必 叭 一 . 
证 应 阁 不 然 ， 设 x'1?，x' "都 是 fx) 的 极 小 点 ， 且 x'!) 关 
xz E01), 则 Gx 1 二 (C1 一 ox ES 由 fx) 的 严 
格 本 性 得 “ 
fax tt ox ax tar) 
=f(x'!)), 
这 与 x 和 :为 f(x) 的 极 小 点 CC 即 总 林 极 小 点 矛盾， 所 以 xz) 一 
x'3}。， 节 极 小 点 唯一 . 
“” 报 据 凸 规划 的 定义 ， 也 可 以 将 以 上 三 个 定理 概括 如 下 ， 凸 规划 
的 局 部 最 忧 解 谣 是 总 体 最 优 解 ， 凸 烦 划 的 最 优 解 组 成 凸 痛 ，; mn 
玩 节 的 最 优 郁 若 存 在 局 必 堆 一 ，  :. 
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现在 研究 凸 规划 在 玫 何 规划 中 的 应 用 ， 下 面 的 数学 规划 称 为 正 


项 几何 规则 (posynomial geometric programming ). 


To 
min yolx) > cosfoi(x) 
“j=1 
z Ta 
{GP) Ge yn Xx) = >, cnifni(x 1, m=—1, ,于 
j=1 


和 一 (Xi 守 ‘wy Xa) 0 


其 中 


iT 二 ET xs “ms, 到 一心， 工 ， 于 ;1 一 T， "ys Ty 
1 1 l 


所 有 系数 cwj 均 为 正 实数 ; 而 指数 amij 为 实数 : 
正 笛 也 何 规划 不 一 定 是 凸 规划 ， 然 而 下 述 命题 是 成 立 的 ， 
定理 4.2.4 正 项 几何 规划 (GP) 的 任 一 局 部 最 优 解 都 是 它 的 
总 笨 最 优 解 . 
证 令 
Xi, 一 expkai 站 ii 一 1，…，1 4 更， 
了 -ay 一 yn) 


Tm 3 
一 > Cm} 的 罗网 m= 二 0, 1, 机， 
ji xs 
钢 正 项 几何 规划 (GPR) 化 为 
(CP;) min Yo(m), 
st, Yala)El, m==1, 有; 

其 中 7 

因为 指数 函数 e' 二 exp(#) 是 严格 晤 函数 ， 所 以 对 于 任 一 1€ (0 
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1 ) 均 朋 
exp( 之 anijlAw; + (1— 2)o0) 


一 Bp (1 态 人 > am ;wi 十 (] 全 by Gami 5 


Fliml 
< Aerh ( 号 Cmijit ) - 


, 


十 (1 一 4 )exp (5 Cam ) 


由 司 
因而 exzp《 > got 2) 关于 日 是 严格 凸 函 数 ， 又 铀 为 caj> 0 ,所 以 


让 到 于 


co exp( > on 二) 关于 a 也 是 凸 函 数 ， 因而 了 s(m) 也 是 凸 半 


看 中 和 。 


数 ， 由 此 可 知 工 一 了 ns(e) 是 止 函数 。 关 而 (CCP:) 是 贞 规 划 ， 

出 规 划 CCP, ) 的 任 一 局 部 最 优 解 都 是 它 的 总体 最 优 解 ,而 
(GP) 与 (CP,) 是 等 价 和 的 ， 因 而 (GP) 的 任 一 局 部 最 优 解 都 是 (GP 》 
的 总 体 最 优 解 . 


Y 4.3 串 规 划 最 优 解 的 充分 必要 条 件 


”在 本 节 中 醋 究 凸 规划 的 最 优 解 前 完 分 必要 条 和 件 . 
定理 4.5.1 设 5C 绷 "为 非 空 止 集 ， 六 5 一 天 为 是 孜 数 ， 轴 
x' "七 人 5 为 凸 规划 (4,1-1) 最 优 解 的 充分 必 要 条 件 是 ， 在 点 x 人 ?? 
和 三 在 一 个 次 稀 度 E 使 得 
tT(x—x N00, VYxESs, {4.3-1) 
证 必要 性 . 设 x'"，E5 是 最 优 解 于 是 WxES 均 有 
fox) Hx FE), 
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其 中 5 一 EE"， 因 而 《=0 是 fx) 在 x'" 的 一 个 次 梯度 ， 而 且 满 足 
式 (4.3-1)， 

充分 性 .。 设 在 x'" 存在 一 个 次 梯度 $ 使 不 等 式 (4.3-1) 成 并 .得 

fx) + ET (rx) 
Se vxEtS, 

所 以 x'" 为 贞 规 划 (4,1-4) 的 最 优 解 . 

定理 4.5.2 设 SC 绚 "为 菲 空山 集 ，f:S 一 雪 为 六 函数 ， 而 且 
在 5 的 内 成 x 可 微 ， 则 x' 为 凸 规划 (4.1-1) 的 最 优 解 的 充分 党 
要 条 件 是 z 

Vfi(x‘" 一 0， (4.3-2) 

证 因为 上 记 x) 是 西 蜀 数 ， 而且 在 x 可 微 ， 所 以 VY 了 f(x'")) 尽 
于 ?在 xz "的 唯一 次 梯度 (根据 定理 83.7.3》， 若 等 式 (4.32) 成 
下， 则 和 条件 (4,3-1 > 满足， 因而 xx ?是 凸 规划 《4.1-t) 的 最 优 
人 和解 反之 ， 厦 x'" 是 最 优 解 ， 由 定理 4,3,1 知 | 

Vilx T(x—x "0, vxES., 

因为 x' 是 S 的 内 点 ， 所 以 必 有 Wf 了 Cx?)== 人 0 

下 而 考 串 鞭 名 前 区 uhn-Tucker 最 优 性 世 要 条 和 件 . 

定理 4.5.5 (Kuhn-Tucker 最 优 性 必 记 条 人 性)55] 设 六 zx)， 
gx hx 是 鸠 来 的 
正则 点 ， 着 x' 7 是 (NE 的 局 部 最 优盘， 则 存在 入 E 党 "， 上 上 E 绍 ? 使 


vilx +t > LVh(x'')) 


Fo 


， 
一 人 Yei(xco 一 0 (4.3-3} ， 


i=1 


Higilx'"')= 0,， 1=1, ps (4.3—4) 


= 了 9 


下 Wiest BH et hd ER via b 


Hi, 1=1], :bp, (4.3—5) 

《证明 从 上 略 ) 

上 述 条 件 称 为 Kuhna-Tuacker 最 优 性 必 误 条 性 ， 简 称 为 K_T 条 
性 满足 上 述 条 性 的 点 x ’' 称 为 K-T 点 ，K-T 条 件 是 x‘"; 为 局 部 
最 优 解 的 必要 条 件 ， 对 于 一 般 的 数学 规划 ( MP 》 ， 它 并 非 充分 条 
忻 ( 参看 例 1 与 恒 2 ) ， 

坷 在 (CMP) 中 具 含 等 式 约 束 ( 即 p= 二 0 )， 则 (MP) 就 是 在 数学 
分 析 中 讨论 过 的 条 性 极 导 问题， 下 式 


ee ee > Aih( x)— Swot 
称 为 【 广 尽 )Lagrange 辆 数 ， 称 一 (4 1， 1 ，… 。 him)” 与 1 二 
CH Bas "rg Hz) 为 约束 (4.1-4) 与 415) 的 Lagrange 慷 子 
《 向 量 )， | 
在 数学 分 析 中 用 Lagrange 乘 数 法 解 条 件 极 值 问题 记得 点 是 KK 
点， 但 不 一 定 是 极 小 点 ， 如 果 己 知 问 题 的 灿 小 志 存 在 ， 而 且 玫 -人 T 
点 及 是 瞧 一 的 ， 那 么 玫 - 开 点 就 是 极 小 点 。 
例 1 min f=2x», 
st。3x 十 2 一 6， (4.3—6) 
解 ” 先 用 Lagradtge 乘 数 法 试 之 ， 含 
也 一 2X39 十 人 3 十 2 一 6)。 
恢 次 对 x*，y，4 求 导 ， 并 生 令 它们 为 零 得 
了 一 27 十 34 一 人 0， 
Lr 27x+$24=0, 
Li=3xXT2y—6t=0, 
解 之 得 x= 1 ，y=3/2，4 二 一 1， 代 入 目标 函数 得 f= 3 ， 为 判断 
是 否 为 最 优 值 ， 次 一 种 解法 试 之 ， RE 3~6) 将 y 解 出 ， 代入 
目标 函数 得 


we 证 才 人 


{=2x( 3 -xz ) 一 3 一 3(x 一 1)2>， 


当 x 习 十 【或 一 c 时 ，f 一 一 <， 央 而 此 题 无 最 优 解 ， 前面 及 
Lagrange 线 娄 法 所 得 的 K-T 点 CC] ，3/2)" 是 极 太 点 ， 不 尽 极 小 
版 ， 
例 2 ” 设 有 非 线性 规划 问题 
min 了 = 一 一 5 十 区 sy 
st。 日 1 一 2 一 81Xz "TF3xs Xi220, 
Xs XO Ya 
试验 证 所 zx ”一 (3，6，13)7 是 上 述 非 线性 规 其 的 一 个 必 -T 点 ， 
钥 证 明 x*"’ 不 是 极 小 点 ， 
证 ”和 容易 验证 x'"’ 是 加 行 点 。 在 x 只 有 第 一 个 约束 是 起 作 
用 的 .因为 
Vgax = — 5/8, 1/3, 1})7=AD, 


所 以 x'"’ 是 正 风 点 ， 
上 述 问 题 的 K-T 条 件 汶 

-10X11TH xX ! 一 二 0 ， 
2 Es xa Hi (BX XIX) 一 Ar 一 人， 
xi—H (Xs xs) 一 上 
HIK2 一 5Y:X2 1 十 3xa 1XS) 一 0， 

| =0， 

Hsia 一 小， 


Hx 0.5)—= 0,， 
Ht 
令 上 =(36,， 0，.0 ,0 )7， 则 xca 与 满足 以 上 条 件 ， 所 以 x 
是 一 个 K-T 把 。， 相 应 的 自 标 函数 值 为 f(x'"') 二 一 9， 
容易 验证 ，x'!) 二 ( 6、，、6，3 )z 是 一 个 可 行 虚 。 相 应 的 自 
慰 岗 数 慎 为 1 二 x1 二 一 7 吕 所 以 x' "不 是 总 体 极 小 点 . 


“ 141* 


还 可 以 进 一 步 验证 x'"’ 不 是 局 部 极 小 点 ， 令 
x= {36t, 6, 1+5t)”, 
相应 地 有 
f(x)=— 5(3+6t)? tt 381 51) 
一 一 9 一 180t3， 


gi(z) 一 2 一 全 (3 十 6t) 十 计 (1 二 56 


一 12.5ts 。 

当 t> 9 有 时， 点 x 是 可 行 欧 ， 而 且 相 应 欧 目 标 卫 数值 f(x) 过 一 9， 
所 以 x4? 不 是 局 部 极 小 点 . 

对 于 上 西 规 划 ，K-T 条 位 六 仅 是 极 小 点 的 必要 条 尾 ， 而 且 也 是 充 
分 条 件 . 

定理 4.5.4 设 iMP) 是 凸 规划 ，ff(x), git(x)EC'， j= 二 1， 
让 ， 交 0 为 可 行 解 ， 著 存在 大 E 震 "， 芋 各 过 满足 黄 -T 条 件 《 式 
(4.3-3)~{4,3-5) )》， 则 x 是 凸 规划 ( MP ) 网 总 体 最 优 解 .。 

证 设 xE 家" 为 上 是 规划 (MP) 的 任 一 可 行 解 ， 风 条 件 (4。1-4 ) 与 
( 4.1-5) 满足 ， 又 因为 Lj 访 0 ，j 二 1，"…*，p， 扩 以 


fx) f(x) > Mix > Kjgi(x), 
下 (4.8-7) 
因为 1x)， 一 gj(X) 为 四 蜀 数 ， 根 据 定 理 3,2,2 得 
fxr NV ) (xx), (4.3-8) 
— glx) ox) Votx' (x—x"), 
{4,.3-9) 
1 一 1 起 
对 于 仿 射 畏 数 请 (和 ?有 有 
hx) = x Yh x (xx ), 
i 二 (410) 


- ld2 * 


由 式 【4.3-7)w (3-10) 得 


fx) >fCx'" ) 十 2 下 (x9 7) 一 py (xc 


『= 1 


二 | Yi(zco) + S wii(xee 


二 3 tvV gi(x™) (> 一 zc)， 
国 关 xx 为 可 行 解 ， 而 及 wx 与 满足 天 - 工 条 件 ， 所 以 上 起 化 . 
沪 
开交 大 和 0 
再 四 x 的 任意 性 旭 ，x62 访 ME) 的 总 体 最 优 解 . 


§ 4.4 共 斩 力 数 与 四 规划 的 对 偶 理 论 


4.4.1 浴 轿 函数 
定义 4.4.1 设 f :一 局 ， 则 由 下 式 确定 的 函数 f: FE' 一 绍 
f(y)=supt(x |y)—. (x)}, yEE’ | (4,4-1) 


称 为 x) 的 共 亏 请 数 (conjugate function 站 
定义 4.4.2 设 g: 瑟 rm2， 则 由 下 式 确定 的 函数 9# :五 一 家 ， 


g(x) sup{{x (y}— oty)}}, xEE (4.4-2) 


称 为 gl y) 的 共 堪 到 数 . 
jz) 的 共 斩 国 数 的 共 辆 称 为 大 x) 的 双 极 ( bipolar.) . 
阁 f*(y) 是 有 限 实 值 ， 籽 据 寺 确 界 的 定义 ，f*(y) 等 于 满足 下 
式 的 最 小 实数 &a， 
fix)(x Ty)—a, xEE, (4.4—3) 


.» 143.+ 


4.4.2 Fenchel 对 惕 定理 
在 凸 规划 的 研究 中 ， 有 时 转化 为 它 的 对 个 问题 处 理 ， 构 着 对 眉 
问题 有 多利 方法 ,因而 对 价 定 理 也 有 不 局 形式 ， 如 RRockafellar 对 
偶 理 论 t:}， 评 olfe 对 个 理论 [IH ，Fenchel 对 偶 直 理 [22， 上 首先 介绍 
后 者 ， 然 后 讨论 Wolfe 对 侦 理 论 . 
定 开 4.4.1 (Fenchel 对 仿 定 更 ) 设 f: 一 绍 U1 十 co07 为 正 
党 是 羡 数 ，g: 玉 一 过 {十 0} 为 正常 时 羡 数 .种 
1” fx) 或 glx) 在 某 一 点 x'"*Edom( 让 门 dom(g) 连 续 ， 
或 | 
2° EE=%"Hrit(dom(f) NN rildom( g)) FF, 
则 | 
inf (f(x) — g(x)} = max (gy) Hy)}, (4, 4—4) 


( 证 明 从 了 略 》 
二.4.35 Wolfe 对 人 惕 理论 
Wolfe 对 惕 理论 较 简 明 ， 便 于 应 用 ， 现 予以 较 详细 地 讨论 ， 考 
霸 以 下 西 夫 划 | 
CP) min ftx), st g(x 0 j= 1 ps 
其 中 兵 z ?为 凸 画 数 ， gy(x) 为 四 国 数 ， fx) gj{x)EC!,， YE 过 
定 4.4.5 设 (CPE) 的 Lagrange 图 数 为 


L(x, N=f(x)— > hgi(x). 


er 

- 旭 称 以 下 非 线 性 规划 

DP) max L(x, A), st, VLlx, M)=0, ME 

为 凸 规划 (CCP) 的 对 个 规划， 称 (CP) 沪 原始 规划 . 
作为 一 个 特例 ， 考 呀 以 下 西 二 次 规划 


， 1 : 
min 1x)= x Gxte x St。 Ax>b. 


= Td 


其 中 为 nx n 对 称 半 正定 矩阵 ，A 为 mxn 扼 阵 ，c € Jp? ，8E 久 " 
其 对 侦 规 划 为 


max L{ix, =xTGx Tierx— A Ax— 5) » 
St, VL=OxTte A'A=0, M230, 


畦 六 
L(x,M)= ER +x Hx te rx—(Ax)TATh'A 
= FxTGx+ (Grite— A TxT brX 
Ne —x"Gx+67h, 
所 以 上 述 对 偶 规 划 简 化 为 


max L(x, A)= 一 计 x7Gx 7 


Ss:t, Gxie—ATh=), 0. 
定理 4,4.2( 勇 对 个 ) 设 x 为 原始 问题 fCP ) 的 所 有 可 行 解 ，x 。 
入 辐 对 个 问题 CDP) 前 所 有 可 行 解 . 则 
in f{lx) ->supL(x, AA), 
证 设 y 为 原始 问题 (CP) 的 可 行 解 ， xX， 入 为 对 侦 咱 题 ‘DP} 的 
可行 解 . 由 fx) 移 同性 得 
A 
因为 x，A》 为 对 位 问题 (CDP) 的 可 行 解 ， 所 上 


VL=Vfi(x) 一 > A VY gitx1=0, Bij;20, 


rml i 


于 是 


(yi(x)+ > MAIV Gilx) (yy—x) 


| 


ms 
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>ftx) > A gity2 一 g(x) 作 因 为 gi(*) 为 四 鸭 数 ) 


i=1 
» 


>f(x)— > hgi(x) (因为 gy) 之 0) 


= L(x, A), 
因而 
inf 天 ystpE A)， 负 
inf f(x)>sup Lilx, MM). 
注 ”由 此 定理 可 知 ， 若 原始 问题 元 界 ， 即 目标 范 数 f(x) 无 下 
界 ， 则 对 个 问题 不 可 行 ; 各 对 人 避 门 题 无 界 ， BLLCxw, A) 无 土 庆 ， 则 
原始 问题 不 可行 . 
定理 4.4.35( Wolfe 对 偶 定 理 ) 设 x* 为 原始 问题 (CP) 的 最 优 
解 。 若 x* 为 约束 的 正则 点 ， 则 存在 入 守 0 全 x*， 和 为 对 侦 问 题 
《CDP ) 的 最 优 解 ， 且 LCx* AM*) 二 f(x), 
证 因为 x* 是 原始 问题 (CP) 的 最 优 解 ， 撕 为 约束 的 瑟 则 点 ， 
所 以 大 在 A* 之 0 满足 K-T 条 件 


p 1 
VeLr*, MVECXY) 一 > AV g(x*)=0, 
i =1 
A g(x*)=0, 7 一 1， way Ss 
涛 而 x*，A* 是 DP) 的 可 行 解 ， 旦 


L(x*, Mf(x)— 人 > A g(x*)=f(x*). 


再 设 x，AX 为 (DP) 的 任 一 可 行 解 ， 由 定 开 4.4.2 研 待 
Lixs MCFxr*)—= L(x*, A*y, 
所 以 x*，X* 为 (DP) 的 最 优 解 . 
《 关于 会 等 式 约 束 的 是 规划 的 对 侦 规 划 请 该 省 进一步 讨论 ) 
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习 避 
1。 设 Nx) 二 x 一 XxX, 二 0， 
gi(x)=10%s— Xi1— x 0, 
q(x)=5— X20, 
试 求 册 gi(x) 二 0 与 ga(x) 一 0 的 交点 ， 并 指出 其 中 哪些 是 正 财 
2. 试 判 断 下 列 各 数学 规划 是 否 因 凸 规划 *， 若是 ， 再 求 砚 它 豚 
最 优 解 ， 并 计算 最 优 值 . 
t” min f(x}=3x1— 5r xotdx2+15x:—24x, 
set wx16, x—=(xi, Xi}', 
2° min f(x)=x?+xst dri— x2 dr — X18xs 
ef 


3。 试 梅 车 一 例 : 它 的 民 - 工 点 不 是 最 优 艇 . 
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第 五 章 “” 辐 二 次 规划 


止 二 次 规划 (convex Guadratic proxramming )》 是 最 重要 最 
基本 的 一 类 非 线 性 规划 。 本章 研究 三 种 常用 解法 ， 还 研究 凸 二 次 规 
划 的 灵敏 度 分 析 与 对 避 规 划 、 对 个 理 论 ， 也 村 研究 与 凸 二 次 规划 密 
切 相关 的 线性 互补 问题 ， 


8 5.1 可 行 点 有 效 集 算 法 


5.1.1 算法 的 理论 基础 


本 节 研 究 下 面 的 中 二 次 规划 
min f(x) =x Gx+erx, {5,.1—1) 
{CAP) st。 oq X=b:, EI, (5.1-2) 
a x 了。 (5.1—3) 


其 中 Hesse 抢 阵 个 为 8 尖 # 对 称 正 定 类 隆 ，c，di 二 和 过”， 

因为 侣 是 正定 矩 隆 ， 所 以 CCQP) 为 严格 凸 规 划 。 可 行 点 x 和 *? 
是 它 的 最 乱 解 的 充分 必要 和 条件 浆 x‘' 为 儿 - 了 点 即 在 点 x'* KK- 了 
和 茶 件 成 立 . 

设 5 为 (CQP) 的 可 行 域 ，xz EES， 为 在 x'“ "的 有 效 约 束 下 
标 集 ， 即 了 = 位 aix' 一 6， A 为 以 qa?，i 七 了 ， 为 行 形成 的 
抢 阵 ， 而 县 是 满 行 秩 前 ， 即 #(5 为 正则 点 ， 厂 (和 为 由 相应 的 坟 组 成 
葛 列 同 量 ，8 一 VAN ) 一 他 和 7 十 e 

天 过 天 ， 为 便于 讨论 ， 不 息 设 扩 三 证 ， 即 凸 二 次 规划 (CQP) 
只 舍 不 等 式 钓 束 《 5.1-3). 


" T4828* 


闪 % 一 一 G teES， 串 x 就 是 (CQP) 的 崔 一 最 优 解 ， 若 二 已 
S， 则 下 述 定理 成 立 。 四 

定理 5.1.1 设 x ES， 则 (CQPE) 的 最 优 解 zx 必 位 于 3S 的 边界 
上 , 

证 设 x 为 S 的 任 一 内 点 ，y 为 以 x 、x 为 端点 的 线段 与 5 的 边 
界 的 交点 ， 则 存在 aE(0，1 ) 使 y= ax 十 (1 一 ca)x。， 和 由 zx) 的 是 
性 得 

f(y afr) + 1 OFLA x), 
玉 以 内 点 x 不 是 (CQP) 的 最 优 解 。 因 而 (CQP) 的 最 优 和 所 x 必 位 于 
可 行 域 S 的 边界 上 .， 
定理 5.1.2 设 x‘!'! ES， 若 x{*) 为 捉 二 次 规划 


CP,) min f(x)= xT Gx+erx, 


gt。 .44t7 和 一 而 5 
的 最 优 解 ， 且 所 有 Lagrange 乘 子 4 这 0， 则 x'*) 为 凸 二 次 规 由 
(CQP; 的 最 优 解 ， 
证 ”出 假设 可 得 


8 一 SY hm=0, ti>0, viEL,. 
iEl 
令 14 一 0，iET Ti， 于 是 得 
友 ( 一 中 ;和 ;一 
证 了 
用 全 一 站 rEeI, 
A 各 1 了 
即 久 -T 条 件 成 立 ， 因 而 x 是 (CQPE) 的 最 优 解 . 
易 知 ， 大 x “是 (CQP) 的 最 优 稻 ， 出 x' “也 是 (P;) 的 最 枯 
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解 . 
定理 5.1.3 设 x' 中 ES, x 二 x:!/ 十 dd， 则 x‘!:? 是 (Pi) 的 最 
优 解 等 价 于 李惠 一 0 是 凸 二 次 规划 


(Ps) min 9(d) 一 drGE 十 gz 


St。 本 一 站 
的 最 优 解 、 
证 因为 


f(x)=5(x''’ +d) G(x "Tate (tx tad) 
一 二 drGd 十 (Gx'*)’di+e’d + Gx 


5drGdtg nd+f(x') 


=p(d) +f(x'*), | (5,1—4) 

而 且 A‘ix 二 bi 等 价 于 A‘Dd 一 0《 困 为 x 二 x‘!) 十 d 且 
A 二 Bb 下) ， 所 以 x' :是 (PL) 的 最 优 解 等 价 了 于 二 和 "=0 蚌 
《Ps) 的 最 优 解 . 

根据 定理 5.1.2 与 定理 5.1.3， 为 求解 《CQP )， 可 先 取 可 行 
点 XxX'*?， 形 成 (CP, ) 并 解 之 . 若 (P。) 的 最 优 艇 @ 一 0， 而 县 Lag- 
rabge 乘 子 4; 均 非 钢 ， 则 xf 是 (CQP) 的 最 优 解 ， 

下 而 再 进一步 研究 如 下 两 个 问题 . 

1。 吾 (LPs) 的 最 惰 解 dd， 关 0 (此 时 PCdt) <0)， 怎 尽 
于 ? 

2。 在 df “二 0， 侧 Lagrange 乘 子 4; 中 有 人 久 的 ， 人 怎么 办 ? 

问题 1 分 两 种 情形 ， 

4. x't td'i ES 

在 这 种 情形 下 可 以 证 明 以 下 定理 ， 
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定理 5.1.4 设 x*:* 二 dES。， 车 x :二 x*++d'"*， 
了 1 一 了 ds 则 
1 Fx) f(x; 
2" 在 (Ps) 中 痢 & 换 成 局 十 1 ,所 得 新 问题 (Ps ) 的 最 优 解 
a'*+*!’=0, 
证 ”因为 d+ 去 0， 此 于 gd <0， 出 式 (5,1-4) 得 
Hx) =f Pd x), (5.1-5) 
党 为 好 '** 是 (Ps。) 的 最 优 解 ， 所 议 社 在 入 使 
和 APT OA! +g*=g i 
到 
A G0+g 
所 以 11 二 0 是 新 问题 (P; ) 的 最 优 解 ， 


B,. xi+dt:es z 
在 这 种 情形 下 选 CGE (0，1 ) 使 x 人 +1 一 x 二 ead? 志 5$， 
因为 名 全 和， 到 所 上 忆 只 需 
a (x tad tb i€l,. (5.1-6) 
央 为 x ?ES， 若 aTd 下 这 0， 则 YQ>0 上 式 都 成 立 . 因 而 使 式 (5- 
6 ) 成 立 的 4 六 0 的 上 界 为 


ee Tk 
t=min 时 a dd <ol 
ES 种 
i 了 - 
= [Lar xt—b/(—a drt. (5,.1—7) 


容易 证 明 ， 由 上 式 确 定 的 a 和 (0，1 ) ， 仿 
I dt 


一 cfx nt dt) +{1i—a}x {5.1—8) 


出 六 x ) 的 同性 得 
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f(x afltxt +d i+{(i— a)f(x *'). 


因为 
T(x* 二 二 ) 一 妇 ( Tf Cx ) l 而 HPOd < 0, 
斯 以 
A 


容易 验证 
: di x ET = b;, iEL: 
a x ti =), 


可 以 糙 上 述 讨论 概括 为 以 下 定理 . 


定理 5.1.5 设 x‘ES, dA0, x Td ES 上 由 
式 《5.1-7 ) 确定 ，x' 由 式 《 5,.1~8》 稀 定 ， 侧 
| de 
2” 如 亲生 
问题 2 接纳 下 办 法 处 理 : 仿 
1 一 miaf 4。 
it13 (5.1-9) 
将 s 从 有 效 集 天 中 去 近 5 着 满 足 上 二 式 的 多 二 一个， 每 次 只 能 从 六 
中 去 抒 一 个 元 素 》， 从 4“ 中 将 相应 和 的 行 去 掉 ， 人 仍然 记 为 4'*. 
而 xz” ， 帮 不 变形 或 新 的 此 二 次 规划 (PP:,) 再 解 之 ， 可 基 诞 明 ， 
新 问题 (Pz) 的 最 优 解 dd 必 不 为 0. 
5.1.2 汗 算 步 千 
设 在 (CQP) 中 关 一 中 ，x 为 村 始 可 行 点 ， 
1” 令 上 二 0, 确 定 有 效 集 并 二 全 [arsx' "二 Bb} ,形成 什 阵 A 和 )， 
n° 计算 梯度 gg 一 可 站 ky) ) = Cx A 
3 ” 解 等 式 约 束 问 题 (P: )。 若 最 优 解 了 关 0， 转 5 ?; 
4” 解 方 程 组 A 7 了 Nh 二 gg'')’ 得 Lagrange 乘 了 04， 并 按 
式 《5,1-9) 计 算 4 和 中 ， 营 A 守 0， 风 x 为 CCQP}) 的 最 忧 解 
x*， 停 ; 否 则 ， 令 了 二 TNs}y， 从 4 和 中 中 将 gf 删除， 仍 热 记 为 
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4 转 3 
5” 计算 co 与 x *! ， 


=minil, alrx —b)/[—a qd)}, 
其 中 (arix't—b)/l—ad be] 按 式 (5.1-7) 算 得 ， 


下 + -一 天 od *, 


6” 车 名 壹 1， 令 攻 1 二 了 41， 将 e7 并 入 A 得 A*"***， 

7? 人 坊 包 = 局 十 1 ， 转 2 ， 

车 1 半 古 ， 等 式 约束 应 看 作 有 效 约束 ，T'C 往 J,， 人 但是， 计算 

时 不 考虑 这 些 约 束 . 
5.1.5 下 人 误 性 

定理 5.1.6 若 避 为 对 称 正 定 柴 阵 ， 和 而且 在 每 代 碗 代 中 项 得 定 
阵 45 5 都 是 满 抹 秩 移 ， 则 可 行 点 有 效 集 算法 在 有 限 步 内 终止 于 
(CQP}) 的 最 优 解 x ， 

证 车 可 和 0， 有 0<w <1， 则 有 效 集 翅 改变， 而 且 迁 代 后 
目标 函数 值 有 所 下 降 ， 若 必 = 1 ， 有 交集 不 变 ， 但 是 ， 远 拒 后 得 
本 一 0， 若 410 这 0， 则 秋 代 终止 ， 得 (COQP ) 的 最 优 解 x*;， 若 
45 中 必 0， 有 效 集 王 改变 ,但 是 再 兴 代 一 次 所 得 d"* 关 0, 令 x 和 1) 
二 x“: 十 Bd'*?， 则 目标 应 数值 有 所 下 隆 ，f/Cx 中 1? ) 必 
fx'f 所以， 有效 集 1; 不 能 连续 重复 。 由 GG 的 正定 性 知 ， 
C CQP ) 的 最 优 解 看 在 且 礁 一 ， 叉 因为 (CQP) 的 有 效 集 1 个 数 有 


限 ( 不 起 过 让, Cs 车 T=={1,…;m) ) ， 所 以 ， 经 过 有 限 次 迭代 必 


可 得 到 (CCQP ) 的 最 优 解 x*, 
5.1,4 关于 求解 等 式 约束 问题 (P;) 的 消 元 法 

关于 等 式 约束 问题 (Ps) 常用 消 元 法 求解 ， 若 4 的 行 数 汪 二 
nn ， 贡 《Ps ) 的 最 优 解 吕 4 一 0 ， 所 以 不 妨 设 产 扎 呈 、 将 4 分 为 
两 抉 : 45 一 《了 六 )， 而 1 下头 0。 将 g5， 可 全 也 作 相 应 的 
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划分 : 
1 ds Gp. Gis 
gs = }) < ) -| ) 
上 让 dy GCs! Cr 
其 中 gy， ds CB ， 3 dy Cm 7 HO XK 二 对 和 正和 完 年 阵 ， 


{wy Cn ) 2 (Cn 一 mi) 对称 窍 阵 ， Soy 0 (nn ) -2 


矩阵. 
可 以 将 约束 .Ad=0 改 写 为 ，Bdy 十 Nds= 二 0， 由 此 得 
‘A p= — BB 1iNd,. (5.1—10) 
将 它 代 入 目 标 函数 9( 中 中 ， 于 是 CPs ) 化 为 关于 dy 的 无 约束 问题 


min py(dn)= mdiGdytg’ds, 
其 中 
GCG=Ow (BIN)TG BB IN— 30. BiN, (5.1—11} 
g-gn (BN)gs. (5.1—12) 
车 下 是 正定 矩阵 ， 则 &dy) 有 有 唯一 极 人 小 成 dn 人 将 - 
世代 入 式 人 (5,1-10) 得 d*， =H1iNG- 1 二 是 得 《PP 的 最 优 
解 
Bi pa 
= A (5.1—13) 
—G ig 
5.1.5 举例 
i 1 Ls 
例 min A 1 下 可 入 一 一 2X29 
srte 2Yt 十 3Ya<sxf6， X1 td 
1 Xs 0. 
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解 用 一 1] 莱 前 两 个 不 等 式 的 责问 化 为 “~>” 型 的 . 目标 函 
数 jYx 的 Hesse 征 阵 河 梯度 如 下 


1 
o-( ) Vitx}—(x—1, xs 一 2) 7” 。 
0 1 


1” 到 初 始 可 行 点 x “二 ( 3077 于是， 一 (1，44s 


—2 —3 2 
PE i 
由 1 一 J 


等 式 约 素 站 题 (《 P:) 为 
1 1 ,, 
min Pld)=3 di+3d+2di—2d, 
st。 —2d),—3d:=0， 
一人。 
人 解 之 得 最 优 解 如 2 一 《0，077， 再 解 方程 组 
站 一 2， 
一 3X1 十 A441 二 一 2 
得 "一 (一 1， 一 5 
2” 令 了 二 Jo 4 二 17 则 了 一 (一 2 一 37， 于 是 
【 卫 > >》 六 


Ti 1 他 prd])= 也 di1 + d+2d, —2d;, 


SS -一 2 -30 一口， 
用 消 元 法 得 最 优 解 可 一 (一 30713，3071377。 
再 计算 4 与 xx 


50 
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x !=x +ad "={9/8, 4/5)7, 
3” 售后 一 To Ut 如 }=41，2}， 则 
一 2 —3 
| ) 8 一 475， 一 67537。 
1 
《Ps) 软 
mia 9(d) 一 于 人 十 完全 十 二 di 一 ds， 
St 一 2 一 3 一 人 站， 
—d,—4d,=0, 
解 之 得 最 优 和 解 :一 (0，0)", 再 解 方程 组 
一 2 一 is= 475， 
人 
得 10 一 【一 22725，24725)]7。 
4” 令 下 =TN 一 人 2 ， 则 4 一 (一 1， 一 4， 
《PP;) 为 


sst, —di—4dsm0, 
和 解 之 得 最 优盘 di 二 (—88/85, 22785)7. 各 计算 21 与 x a 


; 9 88 
omia{ 1， cl 


ee 


x =x d=(3/7, 18/17)”, 
Se 8 一 《一 4717， —16/17)”, (Ps 为 


. 1 1 8 
min 2(d) 一 了 di + 3 (4/17) di —(16/17)d;, 


Se 一 攻 ] 一 4 一 0。 
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解 之 得 最 优 解 4d 一 (0，0 ) 57， 再 解 方程 组 
一 一 一 4/17, 
Leon 
得 411*) 二 4 /17 守 0 ， 因 而 x ?= 二 (13/17，18/17) ?是 最 优 解 . 
.1.6 初始 可 行 点 x ;的 选择 
在 使 用 本 算法 时 ， 初 始 可 行 点 的 选择 非常 重要 ，、 选 得 好 ， 选 代 
次 数 可 以 大 大 减少 ， 对 于 上 一 段 的 例题 , 雁 选 x 一 (1，17)7 为 
全 始 可 行 点 ， 则 只 需 选 伐 一 次 号 可 以 得 到 和 最 惰 解 zx* 一 (13717， 
18/17)7, 
关于 官 始 可 行 点 欧 选 择 ， 提出 以 下 两 种 参考 方法 . 
若 x= 一 G- teE€5S， 则 x 就 是 (CQP ) 的 最 优 角 所 以 未 妨 设 
a 
方法 一 令 minta™, We =a1 bi 在 超 : 平 面 qfx 一 bl 
上 上 取 一 个 可 行 点 作为 初始 可 行 点 . 
. 内 法 二 、 设 x ， x”'ES。 车 | 人 lze) 汪 网 以 
X 为 初始 可 行 点 : 否则 ， 以 x 为 初始 可 行 点 ， 
采用 上 述 方 法 选择 初始 可 行 点 ， pe 
对 于 上 一 段 的 例题 ，x'' 一 《3，0 ) "与 x*' 二 《1，1 ?都 是 
隔行 点 ， xz 一 〔《I1，2227 | RE || = sh x | 一 1 
到 x ， 作为 初始 可 行 点 x " 较 好 . 


§ 5.2 二 次 规划 的 KK -- 工 条 件 与 线性 互补 问题 


从 他 研究 下 而 的 一 次 规划 
min f(x)= pe TOx ex, "(6.2—1) 


QP) gto Ax<b, 5.2-2) 
w=0. (5.2—3) 
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其 中 ce，x EE 当 "”， 和 EE"”，A 为 mx 类 阵 ， 他 为 1 对称 站 阵 ， 
令 y 为 关于 约 来 5 5.2-2 ) 的 松弛 变量 ， HW， 为 式 《5.22) 三 
式 《5。.2-3 >) 的 工 agrange 乘 了 向 晤 ， 于 是 二 次 规划 (QQPy) 的 KK 一 TT 
条 人 忻 可 以 写成 
y -Ax 二 6 
vy— Am Gx ee; (5.2—4) 
u y=0, x= 人 0, 


x ys HU, VU 0. 


(一 .过 b 
AT 全 c / 


= } 


则 上 还 六 一 了 工 系 御 又 可 以 与 成 


w— Mra, [5.2 -6 
{LCP) wm， 2 人 (5.2-7) 
wz 一 人 。 (5.2-8) 


定义 9.2.1 设 材 汐 pXp 症 阵 ，g 七 角 ?， 求 ww，zE 吕 ? 溃 跟 
起 《5.2%6) ~ (5.2-8)， 这 类 和 癌 题 称 为 线性 互 厅 问题 (linear 
complementary problem ) ， wj; 本 zj j 二 1，*:"“*， 了 ,， 称 汐 互 
补 变 量 : 式 《5.2~8) 称 为 互补 条 件 . 

定义 5.2.2 车 (tw 狼 ) 中 是 式 (5.2-6) 与 式 (5.2<7 ) 的 基 
本 可 行 解 ， 江 且 w; 与 a;(7 一 1 ，…， 由 ) 中 恰好 有 一 个 为 基 变 量 ， 
山 称 《中 ，z ) 为 线性 互补 问题 (LCP) 的 一 个 互补 基本 可 行 解 
(complementary basic feasible solution ) . 


设 (LCP) 是 与 二 次 规划 (QP ) 对 应 的 线性 互补 问题 . 营 (w 。 


和 ea 


中 在 杯 童 中 全，z ) 表示 一 对 间 是 5 点 )，z。，z 


? 了 全 名， 


Zz) 上 写 CLCP ) 的 互补 基本 可 行 解 ， 则 令 x 兴 一 zmtjy 7 三 
下 ， 耽 得 到 CWP) 的 一 个 玫 一 工 点 xi* 一 ( Xs Nay ee i 

蒂 避 为 半 正 定 逢 和 阵 ， 则 《QP) 为 凸 二 次 规划 ， 对 于 凸 规划 , 
KK 一 fT 条件 是 最 优 解 的 充 要 条 件 ， 氏 一 T 点 就 是 最 优 解 。 所 以 是 二 次 
规划 CQP) 的 求解 可 以 转化 为 与 它 对 应 的 线性 下 补 问题 (LCP ) 
的 求解 ， 

若 g 守 0， 邮 三 三 9， 之 二 0 就 是 《LCP 的 一 个 互补 基 素 可 行 
解 ， 否 则 ， [入 一 个 列 庙 量 1《 它 航 各 分 服装 为 1 ) 和 一 个 人 工 变 
最 z, 将 原 问 题 化 为 具有 2 bp 十 4 个 变量 的 新 问 .上 题 ， 邑 求 地 ; .ZZ，28 


泪 足 以 下 备 式 ， 
ww— NM 12 , (C5.,2—9) 

Ps) tw 0 TF0 zo 0 5.2—10) 
ct 一作。 €5,.2—11) 


定义 5.2.5 设 (w，Zz，20o) 是 《Pa)》 的 可 行 解 .车 

1” 《ww ，20 ) 是 式 (5.2-9) 与 式 《5.2-10) 的 一 个 基 
本 同行 解 ; \ 

2 对 于 某 个 (scetl 2 也} Ww: 与 2 都 不 是 基 
变量 ， 

3” Zo 是 基 变 盘 , 而 wj，zj 中 恰好 有 一 个 是 基 变 量 , 7 关 3， 
则 称 Cw，z，2zs)》 为 《 了,) 的 一 个 准 十 六 基本 可 行 解 C almost 
‘complementary basic feasible solution ) 。 . 

定 必 5.2.4 设 trw，z，2zo) 为 《P;) 的 一 个 淮 互 补 基 本 可 . 
行 解 ， 其 中 mw,， ze 均 为 非 基 变 显 .用 um。 或 z 替 换 非 zu 药 一 个 基 恋 
墅 ， 所 得 的 谁 互 补 基 本 可 行 解 称 为 与 它 相 邻 的 蕉 开 补 基本 可 行 解 . 

每 一 个 淮 互补 基本 可 行 解 至 多 有 两 个 相 分 的 淮 互 补 基 本 可 行 
(Ps 2 有 一 个 匣 肉 准 互 罕 基 本 可 行 解 
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z0 一 一 minteoi | 11 于 bp} 2=0, w=—=ag tl1lz,. \ 
按照 一 定 规则 选 代 后 得 到 一 个 和 它 相 邻 的 准 互 补 基本 可 行 j 解 。 才 经 
过 帮 干 次 杰 忆 将 zo 排出 基 ， 化 为 零 。 那 么 就 得 到 (LCP} 的 一 个 
互补 基本 可 行 解 . 


$5.3 Lemke 互 补 转轴 算法 


5.5,1 Lemke 互 补 转轴 算法 的 计算 步 卫 
者 9 盖 0， 则 【zi，2) 一 (9 09) 是 (LCP) 的 一 个 互补 基本 . 
可 行 解 ， 否 岂 
1” 将 方程 组 (5.2-9 ) 的 增 广 给 阵列 为 初始 表 ( 仿 单纯 形 
表 )》 ， 社 读 wW1。*…'， ws 为 其 不 量 ， 令 gs 二 min{g; |1 所 ?了 志 pp}， 
再 令 z" 进 基 将 w。 换 出 基 《 即 按 第 s 行 zo 列 转轴 》， 型 记 3 一 za 


将 与 y, 对 应 的 列 记 为 dq 售 ， 
2 者 相生 0， 转 6 ;个 唱 ， 搜 最 小 出 规则 确定 指标 * 
min{ 了 | ep }. (5.3—1) 


3” 大 第 ”个 基 恋 量 为 zy 转 5"; 否则 

4 按 第 r? 行 d'" 列 转轴 ， 才 此 时 离 基 变量 为 z:( 或 mi) ， 则 
记 y.: 二 wrt 区 下 )》， 转 2"; 

5” 按 第 r? 行 d"" 列 转轴 ( 令 y, 进 基 ，z, 离 基 )， a 
个 互补 基本 可 行 解 ， 停 ， 

6° (LCP ) 无 耳 补 基本 可 行 拥 ， 昼 ， 

当 本 ”近日 时 ， 根 据 当 前 的 表 可 以 确定 一 个 准 互 补 磊 本 瑟 可 行 解 
i Zz，20)， 还 可 以 确定 由 式 (5.2-9) 与 式 (5.2-107) 所 定 
的 串 集 的 极 方 向 d， 当 前 的 基 姿 量 下 一 qd 中 对 应 的 分 量 ， 非 基 变 
量 », 取 为 1 ， 其余 非 基 变 县 均 取 零 值 ， 射 线 尽 一 { 人 mp，z，z) 十 
Ad ”|4 字 0 } 上 的 后 都 是 《PP，) 的 淮 互 赴 基 本 可 行 解 《 因 而 可 以 将 


-中 i180: 本 


这 种 情形 简称 为 “射线 终止 ” ) . 
5.3.2 算法 的 理论 基础 

定理 5.5.1 设 5Ps ) 的 每 个 准 互 补 基本 可 行 解 均 非 退化 ， 即 
基 变 量 都 是 正 的 ， 那 么 由 Lemke 瑟 补 转 纯 算法 所 产生 的 点 (《 淮 互补 
共 本 可 行 解 了 部 直 重复， 加 而 Lemke 世 补 转轴 算法 在 有 限 步 内 终 
止 ， 

证 设 《Cw，zZ，zo) 是 《Ps) 的 一 个 准 互 社 基 本 可 行 解 ， 而 
m,， 2 都 是 非 基 变量 ， 至 多 有 两 个 和 它 相 邻 的 淮 互补 基本 可 行 解 . 
根据 非 退 化 假设 ， 它 们 都 和 耻 同 于 (zzz 假设 (im，2z， 
zo7 和 "是 第 一 次 重复 出 现 指 点 

(wy ZZ, ) P= (Cw, z, 20 )》 提 ， 

天 为 【ap，F， 20 8 与 《到 El 相 缉 所 以 它 内 与 
Cp， zz 20)* 相 邻 ， 和 Cw，z，z0o)'* 相 分 的 只 可 能 是 Cw， 
ze 
等 于 (ew 2， 20) 1 或 《四 20) 1 议 与 (ww 2) + 
是 第 一 次 重复 出 现 指 点 矛盾 。 册 而 ， 用 Lemke 开 补 转轴 算法 所 产 
生 的 点 未 重复 另 一 方面 , ( P， ) 至 寥 具 有 有 归 多 个 (至 字 为 QC? ,1 
个 》 淮 互补 基本 可 行 解 ， 所 以 筑 法 必定 在 有 限 步 内 终 正 . 

定 到 5.5.2 假设 

1” YZz0 均 有 z?Mz 守 0 而且 z7Mz 二 0 (z>0) 北 
注 CMTtM7) z=0. ( 5,.3—2) 
2 每 一 个 准 互 十 基本 可 行 解 均 非 退化 . 

车 式 【5.2-6) 与 式 (5.2-7 ) 和 容 ， 则 Lemke 互 补 转轴 算法 
终 正 于 一 个 互补 基本 可 行 解 ， 若 不 相 容 ， 周 射线 外 下 531 ， 

《证 明 从 略 ) 

定理 5.3.5 设 G 为 半 正 定 人 第 阵 ，(LCP ) 为 与 (QP ) 对 应 
的 线性 互补 问题 . 

1 ”着 (um ) 为 《LCP ) 的 互补 基本 可 行 解 , 则 x* Cx *= 


: 人工 


yp 7 一 1 *** 》 十 【《 (WP ) 疝 最 优 和 解 : 
2” 车 (QP) 上 其 有 蝴 优 解 ， 有 昌 用 Lemtke 互 补 续 铀 算法 求解 对 
应 的 CLCP ) 时 所 得 每 一 个 淮 瑟 补 攻 本 可 行 租 均 非 退化 ， 则 算法 


终 正 于 一 个 互补 基本 可 行 解 《z，2 )， 从 而 可 得 《QP ) 的 最 优 解 


关 


二 
证 1 显然， 证明 从 略 ， 
0) 一 dd 得 
2” 证 -( } = ) 和 和 
aT 加 Xx 
则 


zz Mz=x Ox0 (YE), 


OD OVin 0 
nn 
OQ 9G x 2 x 


设 Wd 二 Gx 3 MHZz=0，4% 庆 0. 因为 人 是 半 正 定 诈 阵 ， 所 以 
0 Ex— Aid) Ox—Aid)=x Gxt+i:d Gd—27|d|: 
=4d"Gd 一 241d1 2 因为 x?TGx 二 zx"Mzx=0)， 
上 式 两 端 分 别 除 以 4， 然后 令 2 一 0 1+， 得 一 3]Jidl: 守 0. 所 以 d 
一 上 自 ， 即 Gx 二 8 ， 因 而 CM 了 ”z= 二 0 杀人 和 件 (5,3-27 满 足 . 
因为 (QP ) 具有 最 优 解 ， 所 以 式 《5.2~-6) 与 式 (5.2-7) 相 容 ， 
再 由 搬 设 等 一 个 准 互 由 基 本 可 行 解 鸭 非 退 化 ， 履 根据 定理 6.3 .2， 
Lemke 互 补 转轴 算法 答 正 于 一 个 互补 基本 可 行 拥 ， 从 而 得 CQPy》 
的 最 优 解 x*. 
推论 设 避 为 半 正 定 征 阵 ， 若 所 有 淮 走 神 茜 本 可 行 解 均 非 退 
化 ， 则 “射线 终止 ”意味 着 《 QP ) 无 最 优 解 ， 或 可 行 域 为 空 集 ， 
或 可 行 域 无 界 ， 目 标 苹 数 兵 x)? 无 下 界 ， 
注 着 可 行 域 是 非 空 有 界 闭 集 ， 则 CQP ) 具有 最 优 解 。 
定理 5.3.4 二 次 规划 


1, 
min f(x)= SX Gx eTx, 
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sot, a x=b:, itI, 
a dE 
其 有 有 最 优 解 的 充 要 条 人 尾 是 ， 目 标 羡 数 (x) 在 可行 域 上 有 下 办 C201, 
推论 ” 若 忆 为 正 定 祭 阵 或 GG 为 半 正 定 和 矩阵 而 且 e 二 0， 可行 域 
非 空 ， 册 《已 P ) 具 有 最 优 解 。 
定理 5.3,5 设 台 无 负 元 素 ， 而 且 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 正 ， 
可 行 域 非 空 。 若 针 有 淮 互 补 基 本 可 行 解 多 非 退 化 ， 则 算法 终止 时 本 
得 ( QP) 的 一 个 信 一 下 点 5c317C 避 可 以 不 是 半 正 定 短 隆 ， 些 时 KK 一 
T 点 不 一 定 是 最 优 解 }. 
5.3.35 举例 


XI XI— 2 


酌 1 min f(x)= 却 x2 十 


sel, rb, 
光 ] 二 4x, 志 5， 
Xl : 宝 。 


解 已 知 数 据 如 下 


0 
人 0) 


形成 线性 互补 问题 《LCP ) ， 铸 后 用 Leinkc 互 补 转 输 算 法 求解 ( 详 
卖 5-1 》， 经 过 四 次 选 代 ，ze 愉 基 趾 排出， 得 - 互补 革 本 可 行 


必 


汐 己 


w= (C22/17, 0,.0,.0 )”, 
z= {0,4/7, 13/17, 18/17 )2 
此 二 次 规划 的 最 优 解 为 x*= 二 (138/17，18/17) 了， 订 以 算出 最 
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基 tt 1 训 TL thr z1 = 了 之 站 二 0 可 
wl 了 人 0 0 心 0 + 一 1 让 
3 心 ] 站 心 心 从 1 a4 一 了 3 
TU 才 0 LL 1 由 人 一 了 一 工 中 | -1 
to 心 0 0 1 3 一 44 性 -1 T( -1) -2 
wl 1 0 0 -1 3 4 + 2 4 8 
让 和 0 1 性 ~] 了 4 1 5 由 7 
wy 0 D 1 ee 了 了 一 ti 日 1 
2 必 和 恬 -1 了 | 0 I 1 2 
| 1 i | 他 一 1 一 总 三 心 0 4 
福 ' 久 0 1 一 | 一 上 2 11 站 b 0 2 
立 利 必 性 ] 一 1 好 一 了 1 性 1 
了 0 习 -1 0 1 了 bh 1 1 
wl 1 一 | 1 -1 3 8 从 0 了 
辣 血 0 le -Si 213 -113 一 车 7 1 j 好 1/3 
z= 0 1i6 l/s 一 1 2/3 ?16 0 1 bh A413 
中 0 D 0 1 /3 


-1 -lig —2/3 7 了 3 0716 


ee Peermmmm mm mm me dl mm 。 mm mm mm 


wo 117 2017 -SF7 -25117 


0 办 0 -18/17 22/14 
| 0 177 -1617 47 2207 站 下 D 11747 13/17 
ER 中 d4/17 4717 ?7 -Sil7 0 性 1 一 YA/17 18/17 
EL 0 -1 -HA7 -dr 1457 1 0 0 6717 #4/17 


优 信 了 * 一 一 1178/578 一 一 2.0294。 因 为 G 证 正定 短 阵 , 所 以 最 优 和 解 
x “是 叭 一 的 . 
和 酌 2 min f(x)=xi- 2 Xs, 
St。 2xX,43X;E6, 
2xX. 十 ;所 和 4， 
xX: 0 


"E64: 


肯 ”已 知 数据 如 下 


2 人 (人 (0) 


形成 线性 瑟 补 辣 题 (LCP ) ， 然 后 用 Lemke 互 坟 转 办 算法 求解 ( 许 
出 表 5-2 )》 ， 经 过 四 次 选 代 ， 得 五 补 基 本 了 可行 解 : 妈 = (0，1079， 
0 ,0737 zt1r3， 0,273，1479 )7”， 因 若是 半 正 定 


孙 5-2 

基 | ta 才 tw z1 了 2 二 和 了 之 | 
zl 1 心 D 0 们 由 2 3 一 1 6 
tr 用 1 属 D 0 0 2 1 一 4 
24 由 0 1 0 一 立 一 2 一 中 0 【一 1 一 简 
ius 站 0 0 1 = —] 必 必 一 工 一 
| 1 D 一 D 2 4 3 0 站 
ttn 0 I = 3 2 1 0 和 
之 用 0 时 ] 站 7 D0 1 和 
wn 0) D —1 L 一 1 1 ft 0 0 1 
| 1 0 1 -2 甩 0D 0 3) h 右 
ws 0 1 1 一 2 4 0 0 1 0 4 
二 0 ih 0 -1 3 1 上 0 + 有 
了 六 QD 一 1 全 1 一 42 1/2 1 0 由 T /2 
EF 1/3 0 13 -213 dd/3 0 0 1 二 

wa 一 /3 4 273 一 473 8/3 0 0 0 二 
了 用 0 站 上 一 上 3} 0 必 于 1 
38 0 如 — 1/2 lj2 -ii2 1/2 下 恬 0 li 
之 站 1/3 0 173 -2/9 1 一 避 9 1 -49 1d9 
wa ~1l3 1 213 -49 0 一 8 应 0 0 -B89 1019 
> j 0 0 -1/3 1 113 四 0 113 1f3 
z3 0 -12 13 0 213 1 0 lie Wi3 


阵 ， 所 以 ， 下 一 下 点 xx# 一 ( 2/3，14/9 ) 7 是 凸 二 次 规 划 的 最 优 
解 。 经 计算 得 最 优 导 1f* 二 一 22/ 9: 一 一 2。4444. 
例 35 min f(x)=x — 2x Xs Xi 2x, — dx, 
st。 一 多 十 Xs, 所 1/4， 
TO 
Ws .i 


解 ” 已 知 数据 如 下 、 


. 2 一 2 -jf—92 /1 1 ” 有 174 
o-{ | | ) 4=( } 5 ) 
—2 2 一 4 1 一 ?2 4 
形成 线性 互补 问题 ， 然 后 用 ]Lemke 半 补 转轴 算法 和 解 之 《 详 见 起 5 一 
3 ). 旺 过 网 这 进 已 后 ， 下 一 次 ss 应 当 进 蕊 ， 可 起 与 zs 对 应 的 一 歼 
中 无 正 元 素 ， 玩 代 终 正 ， 些 了 桂 得 一 淮 互 补 旺 本 可 行 解 
《ms20)= 一 11 48 0.0.0.0，0,172，3>》 。 


并 5-3 
苦 wt tt zu3 TD 之 上 之 时 | 三 生 评 和 0 时 
ti 1 0 0 0 0 Dd -1 1 一 上 1 
下 办 1 下 0 总 办 1 一 -1 4 
址 [号 0 站 1 办 1 一 1 一 此 2 -1 一 它 
i 0 0 0 1 -1 2 = 一 车 
| 1 0 0 =1 1 “3 3 0 17/4 
[4 D 1 0D 一 1 1 一 多 | D 由 人 
zUb3 必 必 1 —】 2 一 是 (A | * 
zB6 0 bh 0 一 1】 1 一 人 一 他 部 1 | 
wt” 1 0 -3 -1d4 -1 i 0 六 1174 
Tw2 0 站 0 -1 1 -3. -1 省 0 3 
5 0 0 4 14 12 -314 -1 1 0 1/% 
EE 0 2 -12 站 -1 站， 0 1 9 


mm 


下 上 


接 5,3.1 计 算 步 又 后面 的 说 明 确 定 极 方 回 
d=CO ,0.0.0.0,.1.10 07, 
及 一 Ca 2 zo) = C/A4,8,0,0,.0,0 ,0 ,1/2, 3) 
TACOl0.0,0,0,1,.1,.00) iT 
上 的 点 拘 为 准 和 互补 基本 可 行 解 。 显然 ， 一 次 规划 的 可 行 域 非 空 ， 因 
而 ， 本 别 遇 于 可 行 城 无界， 目标 辐 数 J Cx) 可 以 赵 于 一 oe 的 情形 。 
《0，0 7 一 个 开行 司 ， 显然 ， 射线 瑟 二 1 0 0) 二 A117 
R01 上 的 民 均 为 可 行 点 ， 容 易 算出 没 此 射线 Cx)= 二 一 6249 
一 ce 4 一 十 co ) ， 
例 4 试用 Lemke 互 补 转 辆 算法 求 下 列 二 次 规划 的 一 个 下 一 T 
min f{x)=x? 3xixs Toxox)— Ox,, 
~ 2x 1 一 3Y3 < 8， 
一 XI 十 2XYR 6， 
Xi1y X20, 


解 已 各 数据 如 下 


2 2 一 8 
人 ( 

3 4 一 一 1 2 6 
用 Lemke 互 补 转 轴 算 法 解 之 ， 经 过 两 次 迭代 得 一 互补 基本 可 行 解 ， 
w= (12.5, 3, 6.5, 0 7)”, z= C0,0,0, 1.5) ?, x'!= 
‘0 ,1.5) “是 二 次 规划 的 一 个 一 TT 点 。《 由 于 GG 不 是 半 正 定 拭 
阵 ， 所 以 不 能 断定 这 个 点 x ! 是否 为 二 次 规划 的 最 优 解 ，) 在 点 
x 目标 辐 数 值 / (x "= 二 一 4.5,， 
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8$ 5.4 几 类 特殊 的 凸 二 次 规划 


本 节 研 究 几 类 特殊 的 凸 二 次 规划 ， 它 们 的 约 东 未 件 与 式 (5.2 
-2 >》 人 《5.2-3 7 不 完全 相 局 ， 然 而 缀 过 适当 变换 ， 世 可 以 用 Lem 一 
ke 互补 转轴 算法 求解 . 
5.4.1 等 式 约 束 问 题 
容易 证 明 ， 信 个 等 式 约束 
ivi oar Tort, by f=1y "yy 1 
等 价 于 以 下 训 十 1 个 不 等 式 约束 
Gi1X1 ors by + 二] 放 
一 > Qi1 ) i ( > i )x,<— >, Die 
设 5 人 (7 一 1，…: 雪 十 TI) 为 以 上 不 等 式 约 东 的 Lagrange 
滋 子 ， 则 4 一 同一 上 si《 了 一 1 mm) 为 等 式 约 东 的 Lagrange 
飞 子 . 
5.4.2 灾 量 具有 非法 下 界 
设 有 凸 二 次 规划 


(CP,) min ff(xz) 一 二 zxrGx 十 crx， 


s ,+。 Ax<b, x 
易 基 ,通过 平移 x 一 上 十 r， 可 将 上 上述 凸 二 次 规划 化 为 标准 形式 
min FE)= 0Gt+d"t, z 
srt At<h, £0, 
其 中 d=Gr 二 ec, 有 =6 一 Ar, F(f)=f(x)—f(r). 
* 68 


5.4.5 只 具有 非 负 约束 的 情形 
设 凸 二 次 规划 只 县 有 非 负 性 约束 ， 那 么 ，K 一 TT 条件 (5,2-4 > 
就 简化 为 
UV— X= (5,.4—1) 
vp "x= 人 0， 
vs x 
其 中 wv 为 Lagrange 张 子 同 量 ， 求 向 量 v 与 x 满足 式 (5,.4-1》， 实 昧 
上 就 是 线性 互补 问题 <LCPD). 此 国 ，M 王 6G， gc w= 二 v; 三 
一 x。 因而， 可 以 用 Lemke 互 补 转轴 算法 求解 为 了 保证 能 能 得 到 
互补 基本 可 行 解 ， 还 需 证 明 以 下 定理 ， 
定理 5.4,1 设 几 为 对 称 半 正定 烦 隆 ， 若 z? 了 Mx 二 0 , 则 CM 十 
1M”) z= 二 0， 即 人 条件 《 5.3-2 ) 有 成立， 
证 设 4 一 Mz，z" Mz 二 0 ，4 沁 00， 因为 可 为 对 称 半 正定 起 . 
阵 ， 所 器 
0 (zo— Ald) Ms— Ad) 
=z' Mzt+ Ad Md—214|d|? 
Ad Md— 2414 |:. 
在 上 式 两 问 分 别 除 以 4， 热 后 令 4 一 0 得 一 2ld |: 之 0，、 央 而 ， 
d= 二 0， 即 Mz 二 0。 于 是 
(MM Nz-—2Ns=0. 
候 设 仅 售 非 包 约束 x 之 0 的 上 同 二 次 规划 的 最 优 解 宅 在 ， 而 且 每 
一 个 淮 互 由 基本 可 行 解 均 非 退化 ， 则 LermEe 算 法 伐 正 于 一 个 互补 
基本 可 行 解 ， 从 而 得 到 凸 二 次 规划 的 最 优 解 . 
5.4.4 公信 约 东 “4xs5 ”的 情 消 
讼 凸 二 次 规划 妈 具 有 的 东 “44x< 委 5 ,而 不 带 约 束 “x 守 0” 。 
而 且 G 为 对 称 正定 矩阵 .在 这 种 情形 下 KK 一 T 条 件 为 
y 十 dx 一 站 "(5.472} . 
— A Gx= es - {543}. 
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7 7y 一 心 ， E VY 0 {5。 4—4) 
其 中 yy 为 检 怠 灰 量 ，a 为 Lagrange 困 子 冲 量 ， 因 为 各 汶 对称 正 定 矩 
许 ， 所 以 而 由 式 (5.4-3 7) 将 x 解 出 


和 一 一 四 1.4 十 e)， (5.4 一 5 

代入 式 45.4-2) 消 去 x. 芋 今 
M=AG ' A, g=6+t AG es (‘5.4-6) 
w= ys Z=H, (C5. 4—7 ) 


共 一 条 件 《 式 (5.4-2)~《5,4-4) ) 就 订 以 化 为 线性 瑟 补 间 题 
rm 一 站 石 0 

因而 本 以 用 Lemke 互 种 转轴 算法 求解 。 求 得 芋 杆 基本 可 行 解 (ap 
+ 部) 邮 Cy， a 》， 以 后 ,再 用 式 《5.4-5) 来 凸 二 次 规 划 的 最 
优 解 x*， 

硅 按 通常 习惯 ， 令 xj 二 4) 一 ， Ni XI 2 0, 将 问题 中 的 
受 量 化 为 非 伟 变量， 娃 转 化 为 线性 互 宫 问题 求解 ， 则 问题 的 规 栋 将 
扩大 ， 因 而 ， 在 上 机 过 程 中 存 迟 量 与 计算 量 痢 将 增加 很 多 . 
.5.4.5 举例 


全 mia f(z) 一 于 x7Gx 十 crx， 


st。 0 
其 中 
(6 0 一 3 一 3 一 18 
0 2 1 1 36 
c= a = 
—3 1 » 1 36 
‘3 一 1 1 2,, 18 


解 令 MM=G，g 二 c，z 二 x， 用 Lemke 蔚 补 转轴 算法 求解 . 
选 代 两 次 得 互补 基本 可 行 解 ， w= 二 ( 0 ,36，27，9 )?，Zz 二 (3, 
0，0，8 )”. 因而 得 二 次 规划 的 最 优 解 x* 二 (3，0，0 ,0)7。 
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最 优 什 17 二 一 27. 
例 2 min f(x) = x Gx, 


set, 二 党 二 BX, i i 
— TO— x C— X22 一 8， 


XIi—2Xs tx 二 Xi 33 


其 中 
2 ] 心 日 ， 
] 0 0 
{二 
0 0 2 0 | 
中 0 0 业 ，。 
解 ”首先 求 得 


0 0 1/:2 0 


0 0 0 174，， 
然后 按照 式 (5,4-6 ) 计算 定 阵 邮 与 向 量 9 


1 一 10 0 = 


= 2 0 0 6 一 4 一 上 
M= |—3 一 下 一 1 2 
| 0 01/2 0 0 —1 1 
I 1 1 
“00003414 -2 2 


53 ”一 39 -~-4972N 
| 

一 | 一 29 37/2 11 
一 49/2 11 55/4 | 
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y= (5,—8, -i 


再 用 Lermke 豆 福 转 胃 算 法 解 对 应 的 线性 互补 问 题 ( 见 表 5-4 )， 
得 一 互补 基本 可 行 解 : 吧 二 0,0, 1/2)7, z= (1, ?2,0)7. 
令 各 一 zz， 最 后 用 式 《5.4-5) 算得 二 次 规划 的 最 优 和 解 


圳 5=4 
基 wl 和 wd £21 过 站 1 日 
| 0 一 53 4972 一 工 9 
Tr I 0 29 -Wi 一 二 一 ])》 一 总 
rs 0 0 1 49012 一 这 — 35/4 -1 le 
| I 一 1 [ 一 内 锭 (95/21 了 由 13 
之 由 四 一 】 0 一 必 问 3772 11 - 名 
tw E -1 1 -人 /2 15/2 = 1114 0 11 
产 昌 2195 -2195 0 一 1604795 71/95 0 36195 
z0 一 和/95 ~ S8195 | 27901957 - 5337/190 1 4709/95 
ws — 3/19 -18/19 1 321 738 中 635776 0 170/19 
zs -S8279 -106/279 0 — B551279 I64/270 2 
21 一 377279 -538/279 0 0 -1i79/186 -95/279 1 
wa 179/186 5:93 1 - 7131 一 535 门 有 的 17 
% 
| 1 —1 0 0 1 /es: 1 1 
l 一 】 2 站 唱 8 一 人 4 一 2 
友 一 一 | 2 
0 012 90901 0 1 1 
0 0 0 1 7 4 s 2 1 0 


= (2， 0, 1， = 一] /2)7., 


7。 


1 1 
例 3 min 太一 区 sx Tx) TO: 


ssts Xi 二 X= 4 Xx=(Xis xa) 0, 

和 解 ”首先 用 两 个 约束 :xi 十 Xi 二， 一 X11 一 xX: 健一 4 蔡 换 其 
中 的 等 式 约 束 ， 然 后 用 Lemke 互 补 转轴 算法 解 之 ,经 过 三 次 达 民 得 
表 5-5， 上 一 次 选民 zs 应 当 进 基 ， 了 由 于 67 4 一 3/2 之 6/1， 所 
以 料 四 :或 ze 从 基 中 换 出 均 可 以 寿 将 zw 从 基 中 换 测 ， 珊 得 到 互 朴 
基本 可 行 解 : ww 一 C0.0,0,0)”, z= (C0,4.5, 1,5, 2.5)?, 
进 代 终止 ， 最 优 和 解 汐 x* 一 1.5，2.5)7”， 最 优 值 1*=13,.75. 车 
将 w 1 从 基 中 摘出 ， 则 将 站 到 “射线 终止 ”，z0, 人 仍然 在 基 中 . 然 硬 ， 
本 例 购 不 属于 可 行 域 为 空 党 又 不 属于 可 行 域 无 界 的 情 洲 ， 实 际 土 ， 
里 然 z 是 基 枉 量 ， 但 其 值 为 0 。 所 以 此 时 所 得 的 准 互 补 基 本 可 行 解 
实际 上 融 是 互补 基本 可 行 解 . 这 属于 退化 情形 .限于 篇 粮 ， 关 于 退 
化 迟 形 的 进一步 探讨 从 略 ， 请 读者 考 典 . -es 


囊 5-5 

基 wy ws 了 Ua | 2 有 之 2 这 可 
w: 1 = —2 2 0 0 4 0 g & 
2 机 一 一 了 内 0 1 3 
= UD 0 一 | 0 一 1 1 
2 0 -1 1 -1 1 1 0 0 -5 


8 5.5 两 类 特殊 的 线性 互补 问题 


在 本 市 中 研究 两 类 特殊 的 线性 互补 问题 ， 这 两 类 问题 ， 虽 然 向 
量 ? 都 有 负 分 量 ， 但 不 必 引 入 人 工 变量 z， 可 以 通过 简单 公 式 算得 


一 个 互相 基本 可 行 解 . 
定理 5.5.1 设 官 阵 邓 的 第 及 列 无 负 元 素 , 即 max 0 车 对 应 于 
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了 的 负 分 量 (Coc<0 都 有 mr>f0， 而 卫 


max{ ee 上. <oj= -一生 -， (5.5—1) 
则 线性 互补 问题 CLCP》》 有 一 个 互 社 基 本 可 行 解 
Zi — g/mey 《5.5--2 ) 
和 一 2 十 一 1 “ry Ds 1 RE， (5.5—3) 
其 非 基 变量 均 淘 零 . 


证 用 Lemke 互 补 转轴 算法 解 线 性 互补 问题 (CLCP) 时 所 列 
初始 表 如 表 5-6。 以 一 mi 冯 主 元 选 代 一 次 后 ， 基 变量 葛 慎 即 为 式 
《 5.6-27 与 (5,5-3》。 由 式 (5,5-1)》 ~ 全 《5.5-37 和 知 ，2 全 
0 因而， 由 式 (5.5~27 
写 《 5.5-3 给 由 的 是 《LCP > 的 一 个 互补 基本 可 行 矫 人 非 基 变量 


均 鸭 零 ) 。 
训 5-6 
2 
oy 1 a 心 pi 从 — mi mp ot 
下 心 ma 1 ns 必 一 met ee — ms SE -mp gab 
i 心 井中 和 D pe 1 tp 咏 中 中 = Hpk 三 一 hs oF 


es 
定理 5.5.2 假设 : 1” 矩阵 市 的 第 列 对 应 十 gq: 二 0 的 元 吐 
tz 车 为 正 ， 对 应 于 gj 一 0 的 元 紊 ii 殉 非 负 ， 
2 去 Ft]1, ft 出 下 式 确 定 . 


ma Fl } 


|n<0}, (5.5-4) 


t= min{ 
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3 ft (ts ) = ~ Qu/ ms. 
则 线性 互补 问题 CLCP》 有 一 个 五 牢 基 本 可 行 解 ; 式 (5.5-2)， 
({ 3.5~3 [2d2， 

《证 略 》 


1 
例 min t {x )= sh 人 二 5 ox2™ Bx.— 5x2s 


Ge 二 1 十 2tus10， 
| 
Xls XD. 


解 ” 本 重 转 化 为 线性 起 补 同 题 时 矩阵 与 向 量 g 旭 下 ， 


站 人 2 10 \ 
| | 
| 0 2 4 | 一 | 
MM 二 | 1 
1 2 6 2 | 一 和 
| | 
2 2 1, \—5 J, 


二 阵 肝 的 第 四 列 对 应 gi 之 0 的 元 素 均 为 正 ， 搂 式 (5,.5-4) 计 
i zf 人 值 则 下， 
t=—maxi/s 1 /4, 8/2, 5/1}= 5—=~— g/mai, 
ts—mini10/2, /, /, /}= 5., 
ti 二 fo， 根据 定理 5.5,2 线 性 下 补 问题 (LCP ) 有 一 个 互补 基本 可 
行 解 : 
> 一 5， ui 一 一 2.5 十 10 一 0 ，w: 一 4.5 一 1 =19, 
山 3 一 2 一 站 一 上， 下 :一 2 一 2 一 3 一 个 . 
二 次 规划 的 最 优 解 为 z#* 一 (0 ，5)"， 将 x* 代 入 目标 函数 ， 算 得 最 
优 值 1*== 一 12.5. 


in" 


$5.6 灵敏 度 分 析 


5.6.1 线性 互补 问题 的 灵敏 度 分 析 

恨 访 已 经 用 Lemke 互 补 转轴 算法 求 得 线 性 芋 寺 问题 LCP ) 
的 互补 基本 可 行 解 ， 互 补 基 ( 自 官 始 表 中 与 开外 基本 可 行 般 前 是 蛮 
量 相 应 的 列 组 成 的 px ?矩阵 ) 为 8， 其 逆 为 B!《 由 末 表 中 前 户 列 
组 成 ) ， 杰 表 的 最 后 一 列 g 宇 0。， 互补 基本 可 行 解 中 其 恋 量 的 值 由 
了 给 出 ， 再 设 丙 为 末 表 中 第 7 列 ， 天 ;为 玉 的 第 ;个 元 素 . 

定理 5,6.1 假设 虹 的 元 素 不 变 ，, 公 8 的 第 > 个 元 素 各 韶 最 Ac,- 


再 设 _ 
fi =max{t(— gi/ hi,) [kis (5.8—1) 
TN a 《5.6-2) 

车 Ag; 满 足 不 等 式 
fi A (C5,.6—3) 


其 互补 基 恕 不 变 ， 新 的 孔 栖 基 本 可 行 解 中 的 基 变 最 由 个 式 给 出 〈 基 
变 基 的 顺序 不 变 ?: 
好 二 Aq.hr ( 5, 6—4) 

《 若 人 Yi 有 ir 入 9， 则 本 二 一 9， 若 Yi 520， 岂 ta 一 
十 co ) 

证 因为 用 互 ”“ 左 素 初 始 表 即 得 来 表 ， 所 以 当 官 始 圾 路 重 最 后 
一 到 化 为 

g(t0, '…, 0,， py ‘Dy Ws 0 27 

时 。 林 和 表 中 的 最 后 一 列 化 为 

B-i(g+(0, 2 0,Agss 0 0s O71 A hh,. 
车 Bir 广 人 ， 风 由 式 (5.6-- 1 ) 及 式 (5,6 一 3 ) 得 


qi Agr* hir220, (5.6—5) 
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车 名 <0， 则 出 式 (5.6-2 ) 与 式 (5.6- 3 ) 得 式 (5.6-5 )。， 因 为 g， 
闻 0， 所 以 蔡 站 一 0 ， 央 式 (5.6-5 ) 也 成 立 ， 总 之 ， 有 

g++ Aoh,>0. 
所 以 ， 匡 补 基 互 不 变 ， 并 开 由 式 (5,6- 4 ) 确 定 新 的 互补 基本 可 人 行 
解 ， 

定理 5.6.2 假设 MM 的 光 素 不 变 ， 若 丫 垦 g 的 改变 量 Ag 满 足 不 
等 式 ，g 十 B-!1Ag 尖 9， 则 互补 基 不 普 ， 互 补 基本 可 行 解 中 的 基 
恋 量 为 9 十 B-IA9S， 非 基 变 硬 为 零 

诞 ” 因 为 对阵 形 无 变化 ， 所 以 用 五 : 堪 乘 初始 表 后 ， 记 得 末 表 
中 仅 最 后 一 列 有 变化 。 最 后 一 列 化 为 

Big Ag)=h gt+t+h iAg=g+B !Ag. 
根据 假设 ， 这 一 到 无 负 元 素 ， 记 以 和 拓 阵 BB 仍然 为 互补 基 ， 新 驳 互 补 
基本 加 行 和解 中 的 苦 变 量 由 上 式 给 出 . 

定理 5.6.5 假设 向 量 了 不 变 ， 目 阵 好 中 与 互补 基本 可 行 蟹 
( tw，Z ) 的 基 变 量 >; 对 应 的 列 的 元 素 均 不 变 ， 而 仅 是 与 非 基 变量 
2 对 应 的 列 的 元 素 有 变化 ， 则 互补 基 。 瑟 补 基 本 可 行 解 均 不 变 《 证 
明 从 略 ) . 

9.8.2 凸 二 次 规划 的 灵 教 度 分 析 

利 线 性 规划 的 稳定 性 问题 ， 即 灵 纠 度 分 析 ( sensitivity ana 一 
lysis ) 比较 复杂 ， 关 于 严格 凸 二 次 规划 〔〈 G 为 正定 矩阵 ) 解 的 稳定 
性 问题 ，1973 年 Daniel 曾 给 出 一 个 定性 的 摄 动 定 理 ， 在 本 书 末 的 姑 
考 文献 12 与 15 中 玫 有 介绍， 此 处 从 略 ， 

我 们 知道 ， 用 Lemke 互 补 转轴 算法 求解 凸 二 次 规划 时 是 转化 为 
线性 互补 问题 《LCP ) 进行 的 ， 线 性 互补 问题 与 二 次 规划 的 已 知 数 
后 间 哆 关系 如 式 (5.2-5 ) 所 示 。 所 以 上 蜂 中 关于 线性 耳 补 问题 的 录 
投 度 分 析 可 推广 到 凸 二 次 规划 . 现 宙 用 工段 开关 所作 欧 假设 与 有 关 
记号 ， 再 设 二 次 规划 的 最 优 解 为 xz*， 而 基 变 量 xj* 二 7.， 非 基 变量 
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硝 仅 6b: 有 增 量 Ab.， 而 其 它 系 数 冉 不 变 ， 那 入 根据 定理 5.6,1， 

当 A5, 满 足 不 等 起 
ti 和 bt 
(其 中 刀 ,ti 分 别 由 式 (5.6~1) 与 (5,6-2 ) 确 定 )》 时 ,二 补 时 不 变 ， 
基 变 量 
xi 一 + Ab, * hss 

非 基 恋 量 多 为 零 ， 

知 仅 cr 有 增 量 Ac,， 而 其 它 系 数 均 不 变 ， 那 么 根据 径 理 5.6.1， 
当 Ac; 满 足 不 等 式 : : 


max{ -Ee 
2 h;s rim”0 


le<ae. 


j 


A 
< min{ 一 一生 一 一 - 
hp 十 娄 1 < 


时 ， 互补 薰 水 z 基 变 量 
X= + Ace vs 

若 5、e 的 分 量 中 发 生变 化 的 分 量 密 于 一 个 ， 设 5 ec 移 改 灾 嘲 
为 A6、Ac， 令 Ag 一 (A5，Ac)"， 然后 运用 定理 5.6,2. 

作为 定理 5.6.3 在 是 二 次 规划 方面 的 应 用 ， 绽 出 以 下 定理 . 

定理 5.6.4 假设 用 Lemke 互 补 转轴 算法 已 经 求 得 止 二 次 规划 
C QP ) 的 最 优 解 x*。 开 宁 芒 沟 六 ， 五 补 基 本 可行 解困 (tw, )， 
再 设 吾 ，e 无 变化 。 霹 

1” 给 阵 嫩 的 元 束 gyri 《 et 一 or 和 变化 ， 但 正 补 若 召 中 不 合 
计 的 第 mm 十 & 与 第 tm 十 r 列 《 即 zai 与 ni:- 均 为 非 基 变 量 ) ， 蔬 且 @ 仍 
然 为 对 称 半 正 定 甜 降 ， 或 

2” 甜 阵 .4 和 木 元 素 arz 有 变化 ， 但 下 补 基 召 中 丰登 枝 的 汤 r 列 与 
第 fm 十 R 列 《到 2 与 nt 均 不 是 基 变 量 ) ， 则 上 害 阵 中 仍然 为 五 处 基 ， 
(Cw 2 ) 仍 鳅 为 瑟 补 基本 可 行 解 ，2# 仍 然 为 凸 一 次 规划 的 最 优 
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解 ， 最 优 什 六 不 塞 《 若 避 化 为 非 六 正定 窜 阵 ， 刚 x* 上 内 是 二 次 规划 的 
一 个 KK 一 丁点 》， 《证 有 明 从 上 略 ) 

例 1 在 35.3 中 曾经 用 Lemke 互 衬 转 轴 算 法 求 得 几 个 性 二 次 
规划 的 最 优 艇 .关于 5.3 中 的 例 工 宅 阵 


7 2 3 0 


| 


六 由 一 1 一 并 
为 互补 基 ， 问 当 Ab; 在 哪个 范围 内 变化 时 ， 和 窍 阵 8 仍 然 为 互补 共 ? 


a _l13/1 -二 4 二 
解 | 广 / 鹿 ， 一 一 9/ 告 }= Es » 


ts —min( 和 3 记 / 计 )=: = 子 . 


出 定理 5,6,1 知 ， J 
珂 ， 定 阵 召 仍然 为 互补 基 . 


Ab < ( 即 了 <b1< 了 人， 


1 
例 2 min I eT 2 dr 
Sts 2x 十 3Yv 扫 -14， 

x 十 4xX, 世 14， 


1s Xs 让 0 


和 解 ”将 它 与 $ 5.3 例 1 比较， 发现 仅 级 来 的 右 端 与 目标 画 数 的 
一 次 项 系数 有 改变 ， 其 它 系 数 均 未 变 ， 化 为 线性 互补 问 是 (LCP) 
揣 仅 向 萤 g 有 变化 ， Ag=( 8 ” 9 » 1 一 2 JJ 根据 和 表 5-1 得 
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a 


22/ 17 1 —14/7 20/i7 一 57J71 7 .8 
13/17 ,0 1/17 一 16717 -4/17 9 
| 18/17 | 0 447 477 -1 | -1 
4 7 “DD -17 一 177 一 4/19 


— (22/17, 30/17, 32/17, 4/17)7 220， 


根据 定理 5.6.2。， 互 补 基 B 不 恋 ， 互 社 基本 可 行 解 为 

w=(22/17, 0, 0, 00)°, 

z=0, 4/A7, 30/17, 52/1707, 
二 次 规划 的 最 优 和 解 为 ，x*= 二 (30/17，52/17)?。 经 计算 最 优 值 疡 一 : 
—9.5294, 

例 3 关于 35.3 中 例 4， 已 经 求 得 互补 基本 可 行 解 ， w==: 
C12.5, 3, 6.5, 0 } 7 了， 二 (0 ，0， 0， 1.5)” 与 KK 下 点 x* 一 
《0,1i.5)"。. 由 于 x1，2.， 3s 都 不 是 基 壮 淖 ， 所 以 gi11， 441 配 O11 
荀 变化 ( gi1 记 0 ) 不 会 引起 互补 基本 可 行 解 的 变化 ，x* 二 (0， 
t.5)7 仍 然 为 二 次 规划 的 区 -T 点 。 经 验证 ， 闪 ol 一 8 ，as 一 9， 
g11 二 6 了 时， 互补 基本 可 行 解 的 确 没 有 改变 ，x* 一 (0 ，1.5)? 仍 然 
是 新 将 《严格 凸 ) 二 次 规划 的 最 优 拥 . 


§5.7 山 二 次 规划 的 对 慢 理 论 


上 吓 二 次 规划 的 对 伪 理 论 5 duality theory ) 是 凸 二 次 规划 的 重 
莫 内 容 之 一 。 不 同文 献 申 所 讨论 的 对 偶 规 划 的 形式 、 对 慢 规划 的 理 . 
论 不 完全 相同 ， 现 列举 对 侦 规 划 的 四 种 形式 ， 而 以 下 将 要 讨论 的 对 
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偶 定 理 与 线性 规划 的 对 侦 定 理 比 较 接近 ， 容 易 掌 所， 
当 洁 二 次 规划 的 约束 具有 不 同形 式 时 ， 其 对 偶 规 划 的 约 康 岂 只 
有 不 同形 式 ， 其 对 应 关系 可 列举 如 下 5 


原始 规划 【《QPI) 对 侦 规 划 (DP) 
min f(x) max alusvw) 

= ep a C1 =7 一 ur Gutt biv, 
st。 Ax6, St, ATy— Gu=es V0, 
或 Ax 8 x 0 或 .dm 一 Gecy v0 
或 光一 四 或 ATo— Ga 
或 xx 一 中 下 或 Aiy— Gue, 


其 中 GG 为 x x sn 对 称 半 正定 答 隆 ，4 为 mxX# 滤 阵 ，e， x，a 蕊 纪 "， | 
瑟 ， 了 PE 天 "《 后 三 种 可 以 经 过 第 一 种 得 到 ) ， 
在 册 二 次 规划 的 对 侦 理 论 中 有 以 下 两 个 基本 定理 . 
定理 5.7,1 ( 弱 对 但} 设 x 为 (QP}) 的 可 行 解 。 (wv) 为 (DP) 
可行 艇 ， 册 J(x) 守 g(au，v), 
《 注 ， 李 定理 是 定理 4.4.2 的 特例 ) 
定理 5.7.2 《对 人 @ 定 理 》 
1” 设 (QP) 具 有 最 优 解 x*， 且 x* 为 约束 的 正 划 点 , 则 (DP) 
共有 最 大 解 Cx* ,A+ 且 gtx*, A)= f(x ); 
2” 设 避 为 正定 矩阵 ， 若 (x*，M*) 是 (CDP) 的 最 优 解 , | 
且 为 约束 的 正则 点 ， 则 x* 是 (QP 的 最 枯 解 ， 且 
fx*) = gx*, A* ). 
证 1”( 定理 的 第 一 部 分 是 定理 4,4.3 的 特殊 捕 形 ) 
2” 因为 Cx*，M*) 是 (CDP 的 最 优 和 解 ， 量 为 约 也 的 正则 
烧 ， 记 以 部 在 y*，s* 满 足 K 代 -条 慎 
Gx*+ Os*=0, {5.7-]1) 
b+ .As y*=0, (5.7—2} 
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AT Gx*=e, {5.7~3) 
NYT y*=0, 《5 ,7 一 土 ) 
A*, 4 1。 (5B.7—5) 
由 式 (5,.7-1 ) 得 s*= 二 一 x*， 因 而 式 (5,7 一 2 (5.7-5 ) 卫 是 CQPy) 
的 人 -TT 条 件 ， 所 以 x* 是 《< QP) 的 最 优 解 。 再 利用 定理 的 第 一 部 分 
得 f(x*) 二 gtx ， A™). 


85.8 Hildreth 与 D espo 算 法 


5.8.1 算法 所 适用 的 二 次 规划 本 型 与 理论 基础 
此 算法 适用 于 在 $5.4 中 曾 研究 过 的 仪 含 约束 “Ax 志 8 的 严 
格 丁 二 次 规划 


(OP.,) min (xz) 一 于 xzCo 十 czx， (8.8—1) 
| 是 x 二 (5.8~2} 
《其 中 个 为 nx nn 对称 正 定 距 陆 ，4 为 mx mr 征 阵 ) 
由 式 (5.4-5) 和 其 x 二 一 G+:(A4A7AM 十 cj. (5.8-3) 
仿  D=A0 4A, gqg—bi+AG i!e. (5.8-4) 
其 K-T 条 性 就 可 以 化 为 以 下 线性 互 补 问题 ， 
iw — DA=g tw A ww M0 (5.8—5) 


《其 中 四， 入 E 鹏 分 别 为 (5.8- 2 ) 的 松弛 变量 与 Lagrange 乘 子 洛 
量 〉 .而 它 正 是 以 下 简单 的 凸 一 次 规划 


(QPs) mia hN) 一 一 7DA 十 9 s,t,A>0 
的 K-T 人 条件 ， 求 得 ( QPs) 的 最 优 解 六 后 ， 将 入 慌 入 式 (5.8-3》 
就 可 得 原 二 次 规划 ( QP! 的 最 优 解 x*. 


还 可 以 根据 对 偶 理 论 分 析 《 QP; ) 与 ( QP; ) 的 关系 ， 症 二 次 
规划 5《QP, ) ( 先 将 约束 化 为 ， 一 4x 沪 一 5 ) 的 对 侦 规 划 是 
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人 


上 


<*DP) max oglu 人 一 一 二 azGa 一 8)， 《5.8-6? 


St。 GutAiA=—ece, A 之 0. (5.8-7) 
而 式 (65,.8- 7 ) 解 出 
和 一 一 全 -1 47 十 e)， (5.8-8) 
入 和 扫 斥 阔 数 5.8 下 得 
g(a N)=— (A NTe) GCA N+e)— brA 


NAGA NM AG!e— bh—Fe Ge 


] [ 
一 六 XDA 一 了》 一 ec CG! ec {由 5.8-4) 


= 一 8CN) 一 二 erGriec。 


人 久 为 ez ie 访 常 数 ， 所 以 maxg(w， 和 ) 洗 价 于 mia A)，(QP,) 
安 际 上 了 恕 是 《OP, 的 对 偶 规 划 ， 求 得 CQP,) 的 最 优 和 解 AX 后 ， 将 
ra 代 入 式 (5.8-8 ) 得 a*，《 a*，M* ) 是 CDP) 的 最 优 解 ， 根 据 对 
个 定理 ax 就 是 ( QP, ) 的 最 例 解 zx， 而 最 优 值 

Tx) ql x*, == 一座 A*) 一 地 ?G1e， (53.8-9) 
5.8.2 计算 步 晤 与 举例 

假 没 已 将 严格 上 是 二 次 规划 < QPL ) 转化 为 1QP) ，oa 为 宇 
阵 品 的 元 隶 Cdij 玫 0 )，g 为 向 量 了 的 元 素 ， 形 成 以 下 线性 方 条 
组 [543 

7 Guditdisdst nt dinds tg —0, j=1, «+ om. 

z (5.8—10) 
1” 令 二 0， A 一 0 j=l 下， 机 


了 Ve “ng Hh;y | a 7 去 了 5.8-10) ys 


= IOS * 


解 出 Xi 记 为 入 ,， 了 N=maxid0 ,从 
3” 荐 和 ?D0 天 和 A 和? 则 令 A 一 十 1 ， 转 2”; 否 出 
4” 得 CQP;) 的 最 优 解 A* 一 MAM"* 得 将 代入 式 (5.8~8 》 
计算 aa ，w 好 (QP, ) 的 最 优 解 x*. 
因为 站 = 二 入， 所 以 和 是 线性 方程 组 (5.8-10) 的 解 ， 因 而 
tw 二 0， 入 二 入 0 是 线性 瑟 补 问题 (5.8-5 ) 的 互补 基本 可 行 解 ， 
所 以 大 是 凸 二 次 规划 5QPs ) 的 K~ 了 点， 也 就 是 (QP; ) 的 最 优 
解 ， 关 于 算法 收 伍 性 前 证 明 请 参看 书 末 的 参考 文献 4 . 
例 min f(x)=xi—Xxx,Txi—18x), 
So。 二。 AT 
一 + 十 XX 于 6， 
ls Xs 人 0, 


解 ” 先 将 约束 一 律 化 为 “过 ”型 ， 已 知 数 据 如 -， 
| —18 
o-( ) := ) 
一 1 2 0 


上 = <= US mr 
4-( ) 和 b= (12, Ds 0， 0 
1 二 y 一 


( 1/3 
G-:=- ) 
173 2/3 


加 | —1/3 1/3 273 
好 一 站 十 4 lie={—6, 12, 12, 06)7. 
形成 线性 方程 组 
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341 一 ha 人 一 一 
2 1 1 
十 全 As 一 saatT12= 0, 


thst het12=0, 

i 二 ES ha 5 十 6 一 0， 
19? 令 天 0 和 二 0， 7 二 1，…，4 【《 即 为 于 一 0)。 
了 Al 二 3 A'! =3; sr 二 一 ]8, i's =0; 

a 二 一 118, ‘3 二 0; 一 一 9， 和 一 0。 


EEC 0, 0, 人) 天 办 9)。 

3 A 一 IA = 和 二 一 18， A = 0; 
Fs=—27/2, NE= 0; A=—9/2, MY= 
Na 一 《3，0，0，0)7 一 

因为 和 ?一 和 ?7Y， 所 以 At 一 入 2 一 (3，0，0，0)”。 

震 始 二 次 规划 的 最 优 解 

w= 一 性 CATAM* 二 e) 
9/3 1/3\/—15 9 
(1 , ,) 由 
晤 优 人 “从 一 9 一 9 3 十 3: 一 18* 9 一 一 99， 
习 题 
1， 取 初 始点 xi0 一 (1，1)7， 试 用 可 行 点 有 絮 梨 算法 解 
坊 5,3 中 的 例 1， 
2， 试 写 出 与 下 列 是 二 次 规划 对 应 的 线性 互补 间 题 


1” min f(x)=—=2x7—4xXxsiirxi— 8X — 3X:, 
Sat, Xl 二 Xs， 和 Xi 十 和 < Xis 区 0 


185 * 


2” min 外 是) 由 
2 
3。 试用 Lemke 互 补 转轴 算法 解 上 上 题 中 的 两 个 凸 二 次 规划 
4。 解 下 列 二 次 规划 
1” min 大 2 二 和 十 2x 十 X 一 4 十 ?2 
St。 2X1 十 交 s 十 Ya 一 9 
X 1 十 区 > 一 275 一 3 
Ws py Me, 
9° min fx)—=0,.5x— XXo| xix 二 YX:， 
sot。 YX- 十 XX 和 一 2 XI Xe), 
5。 斌 证明 式 (5.4- 8 ) 中 的 护 阵 好 号 对 称 半 正定 证 阵 ， 若 4 党 
列 满 柳 失 阵 ， 则 好 为 止 定 岂 阵 ， 
6. 底 证 明 约 束 为 “4z 一 下 ”的 凸 二 次 规划 的 对 侦 规 划 可 以 通 
过 约束 为 “4x 之 8” 的 凸 二 深 规划 的 对 偶 规 划 得 到 . 
7。 旗号 出 习题 ?3.1 与 习题 4.1 两 个 小 题 中 的 二 次 规划 的 对 候 
规划 . 
$8。 试用 Hildreth 与 D'espo 算 法 和 解 以 下 凹 二 次 规划 
ming Fix}l=xi— 人 XX 二 0,5x: 二 ri — ?x 
s+t, 3x1 十 2xr<s8， ww 
9。 旗 利 用 第 3 题 的 铺 果 解 以 下 凸 二 次 规划 
ti 帮 本 汪汪 一 下 和 大 2 十 下 芝 十 98Y — dX, ， 
三 
10。 试 分 析 § 5.4 例 1 让 G 的 哪些 元 素 的 改变 〈 设 e 保 持 不 变 》 
不 影响 五 相关 本 可 行 解 ， 也 不 影 二 次 规划 的 最 优 解 z# 与 最 优 值 f*? 
并 举例 验证 . : 
11。 斌 编写 尖 于 Hildreth 与 D' espo 算 法 的 源 程序 . 
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ur 


附录 1 预备 知识 


为 方便 读者， 列举 《 蓝 学 分 析 >》 与 《点 集 拓 扑 学 》 宁 的 与 本 书 
有 大 的 若干 茜 本 概念 和 定理 ， 殿 次 阅 、 人 参考， 
1. 集合 C 的 上 确 界 与 下 确 界 
定 兴 1 设 C 是 上 有 界 的 实数 集 ， 则 称 C 的 最 小 上 界 g 为 C 芍 上 
确 界 (supremum 》， 记 为 supC。 KH 三 sunC 等 件 于: 
1 xu VxAELC; 
2” 对 于 任 一 正 数 ze 询 存 在 % 全 CC， 使 x 半 一 e. 
定 必 2 讽 C2 下 有 界 的 实 痢 储 ， 则 称 C 的 最 大 下 界 < 鸭 加 的 下 
确 界 (infimum ) ， 证 iafC，w=infC 等 价 于 :， 
1 x VXEC, 
2” 对 于 任 一 正 数 e 均 存在 x1 CC， 柄 x <a 十 8s， 


2. 点 列 4x… 的 极限 与 点 x'" 的 5 邻 域 


定 兴 3 设 \x 是 天 "中 的 点 列 ，x EE 名 "， 若 [im | xc 一 二 | 
王 0, 则 称 扣 列 tx 1 收 合 村 成 x, 记 为 lim x""' 二 x 或 x 一 区 【是 一 
co )， 

定 必 人 以 碟 x 为 中 心 忆 82> 0 为 半生 的 球 {x | | x 一 x' "|| < 
各 订 扩 x 的 5 邻 域 ， 记 为 UU{x ?56) 或 B(x'"; 8). 
35. 开 集 与 闭 集 

定 尺 5 设 玉 为 度量 空间 ，ACE. 车 YYxEA 均 存在 r>0 使 昌 
(x; 7)C4， 风 和 -4 为 开 集 《其 中 7 的 值 依赖 于 x )， 

性 质 1 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 . 

性 质 2 和 行 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

定 尖 6 让 ACU， 而 UU 为 开 集 ， 则 称 U 头 4 的 开 邻 域 ， 包 合 4 

。 Br 


的 一 个 开 邻 域 世 的 任意 集合 均 称 为 4 的 邻 域 . 

特别 地 ， 含 * 的 开 集 芯 称 为 点 x 的 开 印 域 . 包 食 x 的 一 个 开 邻 域 
的 任意 集合 均 称 为 点 xz 的 邻 域 。 

定义 了 设 xE4。 若 存在 x 的 邻 域 C4， 则 称 点 zx 为 有 4 的 内 
点 。4 的 全 部 内 点 称 为 4 的 内 部 ， 记 为 iat( 4)， 

定理 1 /4 是 开 迷 才 字 4 一 intf A ). 

定 尽 日 设 玉 为 度 最 空间 ，ACE 鸭 开 集 ，B 流 4 的 补 党 8 二 
下 A， 则 称 B 为 团 集 . 

空 集 急 与 忆 本 号 妍 是 开 集 ， 又 是 闭 集 ， 

性 质 3 任意 个 财 集 的 变 是 闭 集 ， 

性 质 4 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

定义 9 合 4 的 农 小 闭 集 称 为 4 的 闭 包 ， 记 为 4. 

定理 2 。 A 是 闭 集 <> A= 4.， 

定义 10 若 x € .4N\Nint( A), 则 称 x 为 4 的 边界 点 ，A4 的 边界 点 
的 全 体 称 为 4 的 边界 (boundary )， 记 为 bdt 4)， 
4。 列 紧 拧 与 紧 病 

定 尽 11 设 4 是 度量 空间 五 的 子 集 . 若 4 的 每 一 序列 14x + 都 天 
在 收效 于 4 中 一 点 的 子 列 ， 划 称 4 为 列 划 入 (sedquentially compa- 
ct Set >》 ， 

性 项 5 设 4 为 # 维 欧 氏 空间 家 "中 的 有 办 闭 集 ， 则 4 汶 列 紧 
集 . 

性 质 6 ” 设 A4、B 为 列 紧 集 ， 则 直 积 AXx B 与 并 A4UB 均 为 列 紧 
集 ， - 
性 质 7 列 紧 能 二 的 非 空间 子 集 是 列 紧 集 ， 
性 质 8 列 暴 集 4 的 连续 象 集 是 列 暴 集 . 
定义 12” 若 度 量 空间 E 本 先是 列 紧 集 , 风 称 巨 为 列 紧 空间 (seq 
uentially compact space ». 


n 维 欧 氏 空间 党 "不 是 列 紧 空间 ， 
"188 + 


定义 135 设 五 为 诬 量 空 间 ， 落 互 的 发 盖 由 开 集 组 成 ， 则 称 它 为 
五 的 开 查 盖 . 车 EE 的 任 一 开 枚 盖 {0U ;1XE€ 工 } 中 均 存 在 FE 的 有 限 子 用 
蔗 !7 人 和 五 } 基 中 万 为 也 的 有 限 子 集 ， 则 称 刀 为 紧 空 间 【 compaet 
space ). 

定理 3 设 户 汶 度 量 空间 。， 虽 是 紧 空间 亏 记 户 是 列 紧 空间 ， 

定义 14 若 度量 空间 五 的 子 空 间 4 是 紧 空 间 ， 则 称 4 为 紧 荣 
{ compact set ). 

注 在 n 维 欧 氏 空 启 器 "中 所 论 紧 集 指 有 究 朵 从， 

5。 中 值 定 理 与 袁 勒 公式 

定理 4 中 入 定理 ) 设 必 性 弦 " 为 开 凸 集 ,在 DD 内 f(x})E€C!， 

XX， 人 安 号 ， 则 存在 49E[(9，1] 使 
Fy x) Tt VCE) Cy x) 
其 中 59xT( 1 一 0)y., 

定理 5 素 蒜 公式) 设 DC 局 "为 开 到 集 , 在 DD 内 f(x}E€C’， 

XxX! ED 则 存在 9E (0，1 ) 使 


1y)=f(x) Ft VHA) Cy—x) + Sy *) HE)(y—x) 


其 中 上 二 有 十 (一 扩 3， Hz 为 帮 x) 的 Hesse 锤 阵 ， Bh 
Of Of 0 


加 区 | 5 OXiDOx: HX,OX, 
Of of dF 


H(x)= rp DX 交涉 


9 of 
xDOX sO OF.0X: OX. 


OO RE 
(计生 - ) 吉 (i 


189 * 


Ei 
Dl 


| 
| 


EF 


SKNIN 人 NN 


| 


C(x, Jy) 
(x y) 
(ri, 2) 
bia: r) 
iT 人 
supC 


上 


OE 申 别 出 


Colx, '" 


intttC.) 


LC 


bd ) 
上 


总 避 呈 


附录 2 


主要 记号 索引 


线 人 性 空间 
# 维 欧 氏 空间 

实数 集合 

正 实 数 集 全 

i 一 品 ?U1t 

正 整 数 集 合 

宝 集 

线性 拓扑 空间 ， 赋 范 线性 空间 
的 对 偶 

也 全 两 斌 xx，y 的 线段 
不 佑 现 端 和 ，y 的 线段 

一 对 问 量 ，tw，z 

超 球 {x | x 一 || <) 

集 台 CC 的 下 确 界 
集合 CC 的 上 确 界 


由 x !， "a 对 成 同上 摧 儿 面体 


k 维 单纯 形 
集 浴 忆 的 内 部 - 
合 忆 和 的 闭 包 


”集合 C 的 边界 


集合 C 的 代数 内 部 


mm en Te 一 一 一 一 - 家 


24 
22, 06 
a 


人 

ri(tC) 
rbic) 
eco) 
co(l A) 
dimt.4An 
aftf(t. 
kK? 

K30 

ps 

dA, B) 
da, B) 
otA, B) 
htA, B) 
(x| wa) 
《Alaa 
flO.a 
Cx| Ko 
Te 
domt f) 
epi(t f) 
DA) 

了 lm 

lim inf /tx) 
ab 
Ltty :bp) 
f 


集合 CC 的 代数 闭 包 
集合 忆 的 相对 内 部 
集合 CC 的 相对 边界 
集合 4 的 凸 包 
集合 4 的 闭 凸 包 
集合 4 的 维 数 
集合 C 的 仿 击 包 

纵 玉 的 极 
纵 瑟 的 双 棚 

党 "中 的 非 负 卦 限 

全 合 4，B 问 的 距离 
点 @ 坊 集合 B8 癌 的 中 痪 
sup{tdtx, BxE.A) 


集合 44，B 则 的 旦 ausdortf 中 痪 


五 上 的 连续 线性 琐 数 gx) 
Cx| ea, vxtd 
fxna, YYxtC 

Cx| uO VatrK’ 
线性 蜡 计 ， 道 践 射 

凹 曙 数 了 x) 的 有 效 域 
7x ) 的 上 图 

上 4 的 指示 渭 数 

fx 在 直线 站 的 限制 
sup{linf f(x xEUN\ {a}} 


器 量 & 与 5 的 内 积 
水 平 集 


ftx) 的 下 半 连 续 包 


+ E91 * 


cif tx) 
colo) 

Cf Lo Cx) 
f(x"': x) 
Vilx"’) 
CC 

df (x'") 
.< 昌 
A 二 BB 
vxECl 
(x)}ECt 
x 

gd 

EE 
{xx | 如) 
(x ja—rw) 


ACK 


* 192+ 


图 数 了 x) 的 辣 包 
吸 数 oz) 的 上 所 
fx 与 ofx) 的 下 着 积 


Ax) 仁 感 xX” 广 方 同 x 的 方 品 导数 


f(x) 在 感 x' "的 梯度 


fx) 企 上 成 x 的 Fr/ echet 微 分 


fx ) 在 点 x 的 次 微分 
4 与 召 等 价 

并 是 如 的 充分 灯 人 性 

对 了 于 心中 任 一 元 素 x 
fx) 具有 R 阶 连续 依 导 数 
x 的 欧 氏 范 数 

{y Ilexyx EA} 
tylid,AE} 
u(x— x ) 

(uu— wt) 

AxEtk, vi>0, vxEA 


附录 8 凸 二 次 规划 源 程序 


1。 凸 二 次 规划 的 数学 模型 
min ftx) = 二 xzGx eix 


st。 auxiTas XT a bys 一 D1 
Gil 各 Fai Xs "amnt > Di f=p ,lpitps 
ii x1 二 0i2 tox = bis i= pFps 十 ] ， 
"9 十 :二 由 2 十 坊 > 
X= XL 和 sy 0 
其 中 GG 为 nn 对称 半 正定 夭 阵 ，c 世 办"，B; 为 实数 .pi pz，p; 汶 
非 负 整数 . 
2。 功能 与 适用 范 荔 
本 程序 根据 Lemke 互 补 转轴 算法 用 BASIC 语 言 写成 ， 可 以 在 
微机 上 求解 凸 二 次 规划 ,大 有 最 优 解 ， 则 可 以 输出 最 优 解 X*、 最 
优 值 F* 写 进 民 次 数 1。， 车 无 最 优 解 ， 则 输出 标志 “好 J”。 要 求 
变量 个 数 与 线性 约束 个 数 总 和 不 超过 30， 若 超过 此 限 ， 应 修改 1500 
定义 语 和 名 中 数组 的 维 数 ， 
53.。. 原始 数据 的 输入 
可 以 在 100~300 行 将 原始 数据 家 入 DATA 语 名 ， 因 为 矩阵 GG 其 
有 对 称 柱 ， 所 以 主 对 角 线 左下 方 的 元 素 不 必 输 入 .原始 数据 在 
DATA 语 名 中 的 顺 序 如 下 《 设 gij; 为 GG 的 元 素 ，cj 为 的 元 素 )， 
100 DATA n, ps pas ps 
ile DATA gs gigs "ss qing C1 


3 


JU0 DATA O22 G3 Jin v2 


1 总 DATA (fn Cn 
170 DATA I Qlizs "sy ln bi! 
180 DATA ris Qns "ss Uns Ds 


#4。 举 钢 
L , ,1 ， 
例 1 | 人 二 了 本 本 Ma 一 X1 一 2X9 


Sele 34 十 3Xas6， X11ixy5, XI, X20, 
解 ” 原 始 数 据 已 置 入 源 程 友人 章 而 的 DATA 语 苛 , 此 外 从 腹 , 运 行 
后 给 出 壮 举 :最 优 解 KX* 二 (0,7647;1.0588)”, 最 优 值 F* 一 一 2.0294r 
和 远 代 次 数 I 二 4《 证 与 35.3 例 1 对照》. 
例 2 min jlx)=x1— 3X7 二 x2i—2X.— dx,, 
at, 0 Nd Wi 0 
解 ” 根 据 本 题 中 的 已 知 数 据 修改 程序 及 而 的 DATA 语 名 ,运行 
后 输出 标志 "名 J]". 既 检验 本 例 的 可 行 战 韭 空 , 所 以 属 二 可行 域 元 和 界 ， 
无 有 限 的 最 优 解 的 情形 请 与 835.3 例 3 对照 )， 
5. 凸 二 次 规划 源 程 序 
100 DATA 2, 2, DD, 0 
110 DATA 1, ©, C—I 
120 DATA 1, 一 2 
130 DATA 2, 3, 6 
I40 DATA 1, 4, 5 


1080 READ N, Pl, P2, P3 
1070 {HH P3=0 CYTO Tb 
1080 PO=Pl+P2+P3+1 


1090 
1100 
1105 
1110 
1120 
1130 
1190 
1200 
1210 
1220 
1230 
1240 
1242 
1250 
1260 
1270 
1280 
1290 
1300 
1310 


L320 
1330 
1340 
机 
] 36u 
] 270 
1380 


GOTO 1105 
P0=Pi1+P2 

P=N+Pd 

KV0= 2 PP 二 1 

DIM G(N, N), CCN) 
FOR I=1 TO NN 
FOR J=I TO NN 
READ G(l, 7) 

G(J, 1}=G(I, J) 
NEXT J 

READ C(I]) 

NEXT I 

IF P=0 GOTO 1500 
DIM A(PO, N), B {PO0) 
FOR I=1 TO PI 二 P2 十 了 3 
FOR J=1 TO NN 
READ A(:, J]) 

NEXT J 

READ RE 

NEXT 了 


IF P2=¢ GOTO 1390 
FOR I=P]+1 TO Pl1+P? 
FOR J=1 TO NN 

A(T, J}=—A(l, J) 

NEXT J 

RT = — BOA 

NEXT 1 


pp195- 


1390 
1400 
1410 
1420 
1430 
1440 
1450 
1460 
1470 
1480 
1490 


1500 
1510 
1520 
1530 
1540 
1550 
1560 
1570 
1580 
1590 
1800 
i610 
1620 
1630 
1640 
i1650 


» 196 * 


IF P3= 0 GOTO 1500 

FOR J=1 TO NN 

A(PO0, J)}=0 

NEXT J 

PCPO}= 0 

FOR I=Pl++PF2+ 1 TO BO 一 1 
FOR J=1 TO NN 

ACPO, 1D)=ACPO, J)—A(l, 本 
NEAT J 

BLPO—=BIPO0)— BOI) 


NEXT 1 

DIM Ur(31, 63), Q(31) 
FOR I=1 TO P 
FOR J=1 TO P 

IF J=I GOTO 1560 

UI, 1}= 0 

GOTO 1570 

U(I, J)= 1 

NEXT J 

NEXT I 

IF PO=0 GOTO 1710 
FOR 1=1 TO 8 
U1, 0)=I 

FOR J=P+1 TO P+P0 
U(I, 1)=0 

NEXT J 

FOR J=P+PO0+1 TO 2*P 


1660 
1670 
1680 
1690 
1700 
1710 
1720 
1730 
1740 
1750 
1760 
工装 
1780 
1790 
1800 
18110 
1820 


1840 
1850 
1360 
1870 
1880 
1890 
1900 
1910 
1 920 
1980 


U(I, JD)=A(l, I~ PP 
NEXT J 

U(I, Ko0)=—1 
QC)=B(I) 
NEXT I 
FOR I=P0+1 
U(I, 0)=I 

IF PO0=0 GOTO 1770 
FOR J=P+1 TO P+P0 
U(I, =—A{I—P, I—P0) 
NEXT J 


TQ 上 上 


FOR J=P+P0+1 TO 2*P 
U(I, 1)=—G(I- PO, I~P—P0) 


NEXT J 
Ul, KO0)}=—1 
Q(I)= C(I PO0) 
NEXT I 


及 一 及 

| 

Ql1=0 

FOR I=1 TO FP 
IF QIDD>=Q1 GOTO 1910 
Ql=Q(D 

L=] 

NEAXAT i 

IF L=—2 GOTO 2950 
VY=U{L, 0) 


1970 U(L, 0)=K 

1990 WI=U(L, K) 

2000 FOR J=1 TOKI 
2010 DL,;, DD)=U(L, J)/Wo 
2020 NEXT J 

2030 QL)=AQCL)/WO 

2040 TOR I=1 TO FP 
2050 IF I=L GOTO 2110 
2060 WO0=U(I, K) 

2070 FOR J=1 TO K0 
2080 UL DD=U(, DD)— Wo UCL, J) 
2090 NEXT 

2100 QLDD=Q(D)— WO QCL) 
2110 NEXT I 

2120 I0 一 了 0 十 1 


2170 IF V=K0 GOTO 2620 
2180 IF VE>P GOTO 2210 

2190 K=Y+P 

2200 GOTO 2220 

2210 K=V—P 

2220 工 一 一 1 

2230 FOR I=1 TO P z 

2240 IF Ut(l, KY<=0.0001 GOTO 9291 
2250 Sl=Q(D/U(I, K) 

2260 IF L=—l1 GOTO 2280 

22710 TF SL >=Q(L)U(CL, KY GOTO 0090 
2280 LL=] ne 


*» 198 « 


2 
2300 
2330 


2020 
2 9022 
2024 
2I0D 
2 9028 
2 29 
25030 
2 040 
2550 
2560 
2070 
2580 
0090 
2600 
2002 
2630 
2092 
2110 
2720 
280U 


2810 
2820 


28530 
2840 


NEXIT I 
IF 革 一 一 1 GOIO 25920 
GOTOQ i1960 


DIM WP), Z(P+T 1), X(N), VOUN) 


FOR J=1 TO P 
WlJ )=0 

Z( (1)=0 

NEXT J 

Z(P+ 1)=0 

FOR I=1 TO Pr 

IF UCI, O00>P GOTO 2580 
T=U(I, 0) 
W{T)=Q(I) 

GOTO 2600 

Tet 全 下 
Z(tT)~= QCLT) 

NEXT 1 

IF L=—1 GOTO 2690 
GOTO 2800 

70= ZZ( Pt1) 

IF ABS (Z0})<0,00001 GOTO 2800 
GOTO 2980 

FOR 了 =1T1 .TO AN 
X(T)=2Z(PO+] ) 
NEXT J 

F=0 

FOR j=1 TO NN 


2850 VC(JT )=0 

2860 FOR I=1 TO wk 

2870 VC(JT)=VYCCT )+X() FG, J) 
2880 NEXT I 

2890 VC(D=VC(OD)/ 2 十 CCJ) 

2900 F=F+VYCU) * X() 

2910 NEXT J 


2920 PRINT “Xx ,* 

2922 FOR J=1 TO NN 
2924 PRINT XX(J), 

2926 NEXT J 

2928 PRINT “ 荐 “” 

2930 PRINT “Fx*=” ,FF 
2940 GOTO 2990 

2950 PRINT “W—=Q, 7=0" 
2960 PRINT “X#*=0, F#*¥=0” 
2970 ‘GOTO 2990 

2980 PRINT “WJ” 


2990 PRINT “I10="” ,， 10 
3000 PRINT “* 一 一 一 米 一 一 一 六 ” 
3600 END 


,只 Dj 


